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34. Mathematik-Olympiade, 2. Stufe (Kreisolympiade)
Aufgaben
Klassen 11-13

Hinweis: Der Ldsungsweg mit Begriindungen, Nebenrechnungen und (bei Konstruk-
tionsaufgaben) Hilfslinien soll deutlich erkennbar in logisch und grammatisch einwandfreien
Scitzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen sind zu beweisen.
Nur yenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeits-
gemeinschafien bekannt ist, geniigi es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt
anzufiihren.

341321
Man beweise, daB fiir alle nichtnegativen reellen Zahlen x und y die Ungleichungen

0 < }x2+y2_x+y = x-)]
2 2 2

gelten.
341322
Man beweise flir jeden Punkt P, der im Innern eines
A gleichseitigen Dreiecks ABC mit dem Flicheninhalt
F=1 liegt:
Die Lingen x , y , = der Lote von P auf
die Dreiecksseiten (siche Abb. A
341322) erfullen die Gleichung
Y X x+y+z = i3 .
z
A B
Abb. A 341322
341323

Man beweise die folgende Aussage:
Wenn die Lingen der Seitenkanten eines Tetraeders ABCD die Gleichungen
AD = BD =CD =1
und AB =BC=CA

erfuillen, so ist die Oberfliiche des Tetraeders kleiner als % 3.

341324
Ist = eine 1995-ziffrige natiirliche Zahl und ist » eine natiirliche Zahl mit 1<7<1994, so

bezeichne "] diejenige Zahl, deren Zifferndarstellung entsteht, indem man aus der Ziffern-




darstellung von z die ersten n Ziffern wegldt und in gleicher Reihenfolge wieder an das Ende
der Zifferndarstellung anfligt.

Mit diesen Bezeichnungen beweise man flir jedes 1995-ziffrige z und jedes » mit 1< n <1994 :

Ist = durch 27 teilbar, so ist auch ="l durch 27 teilbar.



34. Mathematik-Olympiade, 2. Stufe (Kreisolympiade)
Losungen
Klassen 11-13

341321 Losung: 10 Punkte
. Fiiralle reellen Zahlen x und y gilt (x=y) 0.
Daraus folgt =2y +)7 20,

II.

2x7 +2y* 227+ 20y + )7,
232 +2y2 2 (x+y) .
Da x und y nichtnegativ sind, ergibt Division durch 4 und Zichen der Quadratwurzel

/xz+y2 S Xy
2 27

daraus folgt die linke zu beweisende Ungleichung.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei 0<x<y . Dann ist x><)’ sowie
|x—y| = y—x ; deshalb gilt

2 2 2 2 " " . - — 1
¥y oo /y LA L P :A+y+|" yl,
2 2 2 2 2 2

woraus die rechte zu beweisende Ungleichung folgt.

2. Beweisweg zur rechten Ungleichung: Da x und y nichtnegativ sind, gilt

Addionvon X EY X Doty X424y :[Ix—ylj +[x+y)

ergibt

o< +y)
sE2 =

D)

2 4 4 2

Pyt (oa] | xty 2
2 L2 2 )7

2 2
X~ - X—Y ¢
also, nochmals wegen x>0, y>0, ‘f i ;y < ] 2y| + A;y .

341322 Lsung: 8 Punkte
Fiir die Seitenlinge a und den Flicheninhalt des gleichseitigen Dreiecks ABC, nach

Voraussetzung F'=1, gilt F' = %—«/5 , also

2 oHE_2 (1)
BB

Durch die Strecken AP, BP, CP wird das Dreieck ABC in die Teildreiecke BCP , CAP und ABP
mit den Flicheninhalten Lax , Lay bzw. saz zerlegt. Die Summe dieser Flicheninhalte ist

der Flicheninhalt des Dreiecks ABC; d. h., es gilt %-(x+ y+z)=1, nach (1) also

x+y+z=4\/§ , W.Z. b.w.



341323 Losung: 12 Punkte
Mit der Seitenléinge a = AB = BC = CA hat
das gleichseitige Dreieck A4BC  die

C Héhen]ﬁngem:%ﬁ, also (da der

7 Hohenschnittpunkt M zugleich
Schwerpunkt ist) den Hohenabschnitt
Wz-%—/—ﬁ[—:%ﬁ und den

2 S

Flidcheninhalt %«/5 .

Jedes der Dreiecke A4BD , BCD , CAD ist gleichschenklig mit der Basislinge a und der
Schenkellinge 1. Die zur Basis senkrechte Hohe ist zugleich Seitenhalbierende, hat also nach

5

dem Satz des Pythagoras die Linge 1—%. Daher hat jedes dieser Dreiecke den

Abb. L 341323

2

Flicheninhalt l a-1- = .
2 4

Somit betrdgt die Oberfliche des Tetraeders F= % V3 o+ % ca-L|1- % . (1

Die Punkte D und M haben beide zu 4, B, C jeweils gleichgroBe Abstinde, also ist DM
senkrecht auf der Ebene durch 4, B, C. Daher ist AMD ein bei M rechtwinkliges Dreieck, also

gilt 0< AM < 4D, d.h.

0<%~«/§< 1,
J
0<a<+3, @)
0<(3-a),
0<36-24a* +4a*,

3a2-(4-a?) < (6-a)".
Daa, 4-a* und 6-a* wegen (2) positiv sind, folgt weiter
a-«/—:‘;-\/a?<6—a2, 3)
nach Addition von @* und Multiplikation mit %\/g also

2
a

a1-5 < 243, O

d.i. wegen (1) die behauptete Ungleichung.



Bemerkungen: 1. Heuristisch ist die Reihenfolge von (4) iiber (3) bis (2) naturgemdl. Wird sic
so in einem Losungstext gebracht, so sollte ersichtlich gemacht werden, daf3 flir den verlangten
Beweis die Schlufirichtung (2)—— (4) verwendet wird.

2. Die Ungleichung (3) kann auch damit begriindet werden, daf sie als Ungleichung zwischen
dem geometrischen und dem arithmetischen Mittel von & und 3-(4—a2) entsteht. Bei dieser
Begriindung ist dann zusitzlich (durch Hinweis auf @’ ¢3-(4—az), was aus (2) folgt) das

Gleichheitszeichen auszuschliefien.

3. Statt die zur Flichenberechnung herangezogenen Lingen simtlich durch @ auszudriicken,
kann man z B. auch A= MD verwenden. Es wird AM =.1-i*, a= V3 y1-H,

F= ;L\/E-(l—hz +y/1=h 14347 ), und man erhilt: Wegen O0<h<1 folgt 34" <h',
(1—/73)4(1+3/12) < (1+hz)z, 1-h* +\1=h* -/ 14+3/* <2 und daraus dic Behauptung.

4. Ein Ansatz, bei dem ein einzelner Summand, in (4) etwa % 3 , allein fiir sich abgeschitzt
wird (z. B. indem zunéchst aus (2) auf %— V3 <i\/§ geschlossen wird), ist nicht als Teil

eines zum Ziel fiihrenden Losungsweges zu werten, da nicht fur alle @ mit (2) die nun
erforderliche Abschiitzung des zweiten Summanden moglich wird.

341324 Losung: 10 Punkte
Es geniigt, die Aussage fiir n=1 nachzuweisen; denn ist dies geschehen, so folgt die Aussage
fiir jedes grofere n= N, indem man die fiir »=1 erhaltene Aussage N mal anwendet.

Fiir n=1 gilt nun: Ist a die erste Ziffer von z, so ist z=a-10""* + 5 und dann .:[1] =10b+a mit
einer natiirlichen Zahl b,

also gilt 102 A = 0. (10 <1) = a- (10 ~1) = a-(1000% ~1).

Da 1000 =37-27 +1 bei Division durch 27 den Rest 1 liBt, IBt auch 1000° bei Division
durch 27 den Rest 1; damit ist bewiesen: 10:—;[1] ist durch 27 teilbar; und wenn

- . . : 1 )
voraussetzungsgemil z durch 27 teilbar ist, so ist auch :[ ] durch 27 teilbar, w. z. b. w.



Vorschlige zur Punktverteilung

341321

Nachweis der linken Ungleichung:
(Rechnerische Umformungen ; ersichtliche Beachtung der logischen SchluBrichtung
und Nichtnegativititsbedingungen fiir Rechenoperationen (Multiplikation, Radi-

ZIeren): 312 PUNKLE) ...cooiieeeeieiiciceee ettt 5
Nachweis der rechten Ungleichung (entsprechend aufgeteilte Punktvergabe) ................... _5
10
341322 .
Berticksichtigung der Voraussetzung /=1 (z. B. zur Ermittlung von @) .......cccccecceeveeneee. 2
Weiter nutzbare Aussage (z. B. Fldcheninhalte von BCP, CAP, ABP durch a, x, y, =
AUSZEAITUCKE) v o 3
AbschlieBende Herleitung der zu zeigenden Gleichung ...........c.cccccocoeiccneccnnnnecccnnnnns 3
8
341323
Oberfldche des Tetraeders, ausgedriickt (etwa) durch eine GroBe (z. B. durch a oder
durch /) (z. B Ausdriicken bendtigter anderer Gro3en; Teilflachen; Gesamt-
flache: 34241 PUNKLE) .oovviiiieiiicicec ettt e 6
Herleitung der zu zeigenden Ungleichung
(SchluB3 von Tetraedereigenschaften auf eine Ungleichung, im Beispiel a < V3 bzw.
h < 1; Schlu von dieser Ungleichung auf die zu zeigende Ungleichung: 3+3 Punkte) .___ 6
12

341324

Zurtickfuhrung auf den Fall » = 1 (Falls ein Beweis ohne diese Zuriickfiihrung geflihrt wird,
sind diese Punkte den anderen, dadurch aufwendiger gewordenen Beweisteilen
ZUZUOTANEI) <.ttt ettt ae e easae e esesaesseseeaeseese e ese et enesene et eseesesesenene 2

Gewinnung weiter nutzbarer Ausdriicke (z. B. fiir z; fiir :[1] ; fur 10z - z[l]: 142+2 Punkte) 5
Nutzung von 1000 = 1 mod 27 zur abschlieBenden Herleitung der nachzuweisenden

TeilDArKEItSAUSSAZE ...oveveverireieireieeeeiee ettt s ettt e esene 3




