34. Mathematik-Olympiade
4, Stufe (Deutschland-Olympiade)
Aufgaben
Klasse 9
1. Tag
Hinweis:Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich
erkennbar in logisch und grammatisch einwandfreien Siitzen dargestellt werden. Zur
Losungsgewinnung herangezogene Aussagen sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu
verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsgemeinschafien bekannt
ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

340941

Die Bewohner des Planeten Quadron unterscheiden sich nach ihrem Geschlecht, und zwar
gibt es, anders als auf der Erde, genau vier verschiedene Geschlechter. Politisch ist die
Bevolkerung eingeteilt in genau vier Volkerstimme. Wenn der planetare Rat
zusammentritt, entsendet jeder Volkerstamm genau vier Abgeordnete, von jedem
Geschlecht einen.

Es ist dann eine Sitzordnung vorgeschrieben, bei der 16 Sitze in quadratfSrmiger
Formierung zu vier Zeilen und vier Spalten angeordnet sind. In jeder Zeile und in jeder
Spalte miissen alle vier Vélkerstimme und alle vier Geschlechter vertreten sein.

Geben Sie eine mogliche Sitzordnung an und bestétigen Sie, dafl bei dieser Sitzordnung
alle genannten Bedingungen erfiillt sind!

340942
Zeigen Sie. daB die Zahl z=7+7" +7" +7 +--+7"+7" durch 336 teilbar ist!

340943

Auf der Seite 4B eines Quadrates ABCD werde ein Punkt X # 4 gewiihlt. Dann werde das
Quadrat durch die Strecken AC und XD in vier Teilflichen zerlegt.

Ermitteln Sie alle Moglichkeiten, die Wahl von X so zu treffen, dal es natiirliche Zahlen
P, q und r gibt, fur die die Flicheninhalte dieser Teilflichen in geeigneter Reihenfolge im
Verhdltnis 1 : p: g : r stehen!
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34. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Deutschland-Olympiade)
Aufgaben
Klasse 9
2. Tag

Hinweis:Der Ldsungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich
erkennbar in logisch und grammatisch einwandjfreien Scitzen dargestellt werden. Zur
Losungsgewinnung herangezogene Aussagen sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu
verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsgemeinschafien bekannt
ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

340944
Axel fiihrt einen Kartentrick vor. Er benutzt dazu ein Skatspiel, bestehend aus jeweils
4 Karten der folgenden Arten, denen er folgende Augenwerte zuteilt:

Art der Karte 7 8 9 10 Bube Dame Konig As

Augenwert 7 8 9 10 2 3 4 11

Seine Freunde sollen, wihrend er nicht im Zimmer ist, nach folgender Vorschrift
Kartenstapel bilden: Fiir jeden Stapel wird zunichst eine Karte offen hingelegt, und der
damit beginnende Stapel erhilt so viele Punkte, wie der Augenwert dieser Karte angibt.
Dann werden weitere Karten verdeckt auf den Stapel gelegt; fiir jede dieser Karten wird die
Punktzahl des Stapels um 1 erhdht. Dies wird aber nur so lange durchgefiihrt, bis die
Punktzahl 11 erreicht ist; der Stapel ist damit abgeschlossen. Er wird dann umgedreht, so
daB die bisher unterste Karte nun verdeckt oben liegt.

(1.Beispiel: 7 offen hinlegen, vier Karten verdeckt darauf legen, Stapel umdrehen.

2 Beispiel: As offen hinlegen, umdrehen.)

Solche Stapel werden einige Male gebildet und nebeneinander auf den Tisch gelegt. Falls
am Ende Karten iibrigbleiben, werden diese ,,Restkarten* einzeln abzihlbar und verdeckt
neben die Stapel gelegt. .
Dann wird Axel hereingerufen. Er behauptet, er konne aus der Anzahl der fertigen Stapel
und der Anzahl der Restkarten die Summe der Augenwerte der nunmehr obersten Karten
der Stapel finden. Wie ist das moglich?

340945 .

Einem regelmiBigen Tetraeder ABCD wird die Inkugel K einbeschrieben (das ist diejenige
Kugel, die alle vier Dreiecksflichen ABC , ABD , ACD , BCD beriihrt). Dieser Kugel wird
ein zweites regelmiBiges Tetraeder PORS einbeschrieben (d.h., seine Ecken P, O, R, S
liegen alle auf der Oberfliche der Kugel X).

Welches Verhiltnis ¥, : ¥, bildet das Volumen ¥, eines solchen Tetraeders PORS mit dem

Volumen V; von ABCD ?

340946
Wie viele Paare (x; ) ganzer Zahlen x, y, die die Ungleichung |x-30]+|y-10] < 100
erfiillen, gibt es insgesamt?



34. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Deutschland-Olympiade)

Losungen
Klasse 9
1. Tag
340941 Losung: 6 Punkte

Werden die Volkerstimme mit a, b, ¢, d und die Geschlechter mit 1,2, 3, 4 bezeichnet,
so ist zum Beispiel eine mogliche Sitzordnung:

al b2 c3 d4
b4 a3 a2 cl
c2 dl a4 b3
a3 c4 bl a2

In der Tat wurden entsandt: al, a2, a3, a4 aus a, bl, b2, b3, b4 aus b, cl, c2, c3, ¢4 aus c,
dl, d2, d3, d4 aus d, und in jeder Zeile und jeder Spalte kommen sowohl a, b, ¢, d als auch
1,2,3, 4 vor.

340942 Losung: 7 Punkte
Es gilt =T+ T 4T 4t T =7 (147 4 7 ) M)
Ferner gilt 1472 +7 4o+ 7 214 (48+ 1)+ (48 +1)% +--- +(48+1)Y7 . )

Jeder der Summanden (48+1) , (48+1)%, ..., (48+1)*7 1Bt bei Division durch 48 den
Rest1; d.h., es gibt ganze Zahlen g, , g, , ... , g4; , mit denen 48+1=g, -48+1,

(48+1)° =g, -48+1, ..., (48+1)" = g, -48+1 gilt. Da dies zusammen mit dem Sum-
manden 1 genau 48 Summanden sind, betrédgt die in (2) genannte Summe
1+(g,-48+1)+(g, -48+1)+---+(g,, - 48+1)
=(g1 +&, +---+g47)-48+1+1+---+1
48 Summanden

=(gl +gytt gy +1)-48 .
Zusammen mit (1) folgt damit z=7-48 (g +g, +—+g4y +1) ,
also ist z durch 7-48 = 336 teilbar, w.z.b.w.

48

2.Losungsweg: Es gilt z=7- . Weiter folgt der Reihe nach:

49 =48> +2.48+1=2-48+1 mod 48 , 49* =(2-48+1)> =4-48+1 mod 48° ,
49°=(4-48+1)-(2-48+1)=6-48+1 mod 48> .., 49*® =48-48+1 mod 48> .
Also ist 4948 -1 durch 482 teilbar und daher = durch 7-48 teilbar.



340943 Losung: 7 Punkte
Die Seitenlénge des Quadrates 4BCD sei a . Fiir jeden Punkt X # A auf AB seien folgende

Bezeichnungen gewihlt (siche Abb. L.340943): Der Schnittpunkt von AC mit XD sei S, die
FuBpunkte der Lote von S auf 4B bzw. AD seien H bzw. K, die Flicheninhalte der
Flichenstiicke AXS , ADS , CDS , XBCS seien in dieser Reihenfolge £ , JOT DR O

ax
Wegen AX L AD gilt H+E=—. )]
2

Da die Diagonale AC den Winkel £ HAK halbiert, folgt aus Kongruenzsatz sww, daB
A AHS = A AKS , also HS = KS gilt. Daraus folgt ] : F, = x:a, also

a
B=—F. )]
x
. . a m
Setzt man dies in (1) ein, so folgt % .[l+—J=? ,
x
2
also F = z . (3)
Y 2x+a)
a’x
hieraus und aus (2) folgt )= y “4)
2(x+a)
2 2 2 3
o a a -(x+a) - a°x a
Ferner ergibt sich F=—-F= o ) )
2 2Ax+a) 2Ax+a)
a* a’(x+a) - &’ & +dPx-ax®
F:‘ =— - Fi == = . (6)
2 2(x+a) A 2(x+a)
Aus (), (4),5), @ folgt  F:Fy KBy =x iarias(a +a-x?) @)

wegen O<x<galso 0 < F < F,<K<EF.

I. Wegen dieser Ungleichungen kinnen K, F,, 5, F, nur in einer solchen Reihenfolge
im Verhiltnis 1: p: ¢ : » mit natiirlichen Zahlen P> q,r stehen, bei der fiir eine dieser
Zahlen, etwa fiir p, insbesondere 7, : F, =1:p gilt.

a
Nach (7) besagt dies x:a=1:p,also  x=—. ®)
P
II. Gilt (8) mit einer natiirlichen Zahl p, so ist nach )

2 2 2 2

a a ) , a a 2 [ 2

FI:FZ:F3:F4=-—2—:—:a :a+———2—=1:p:p:(p +p—l),
P 4 p p

also wird die Bedingung erfiillt, daf F, F,, F5, F, in geeigneter Reihenfolge im

Verhiltnis 1 : p: g : r mit natiirlichen Zahlen p , ¢, r stehen.

Aus I. und II. folgt: Diese Bedingung wird genau dann erfiillt, wenn X (auf AB mit X # 4 )

— a
so gewdhlt wird, daB 4X = — mit einer natiirlichen Zahl p gilt.
p



Abb L340943

Vorschliige zur Punktverteilung

340941

KOIrektes BEiSPIEl .............cuueeeumerumeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 3

Bestitigung, daB die Bedingungen erfiillt sind ..........oo.oooovvooemveooo 3
6

340942

Vorbereitende Rechnung, Z.B. (2) ......cuvveeeveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeoeooooooooooo 2

Aussage oder Formelangabe zur Teilbarkeit durch 48 .......oooooooooovoooo 3

AbschlieBender Nachweis der Teilbarkeit durch 336 ........oooooooomvveooooo 2
7

340943

Nutzbare Formeln fiir F; , IO DT R A B ) o () J 4

SChIUB AUE 7] 1 F) =120 e 2

— a
AbschlieBende Herleitung, daB genau AX =— die Bedingung der Aufgabe erfiillt ........ 1

p



34. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Deutschland-Olympiade)

Losungen
Klasse 9
2. Tag
340944 Lsung: 6 Punkte

Es sei s die Anzahl der Stapel, r die Anzahl der Restkarten. Die Augenwerte der obersten
Karten der Stapel seien w ,...,w, . Dann liegt folgende Verteilung vor:

Stapel Nr.1: Stapel Nr.s: Restkarten:
1 Karte mit w; Augen| ... |1 Kartemit w,_ Augen| I r Karten '
11-w, Karten 11-w, Karten

Da es insgesamt 32 Karten gibt, gilt somit
(14 10=w, )+ (1411w, )+ r =32,

also 124412 = (wy 44w, )+r=32,
s Summanden
Wi+t w o=5-124r-32 .
Nach dieser Formel kann man die gesuchte Summe wy +---+w_ aus s und r berechnen.

340945 Losung: 7 Punkte
Uber das regelmiBige Tetraeder ABCD und seine Inkugel K giltl) (siche Abb. L340945):
Die vier TetraederhShen AP , BQ , CR, DS schneiden sich in einem Punkt A ; dieser hat
von den Flichen BCD , ACD , ABD , ABC gleiche Abstinde MP = MO = MR= MS , er ist
also der Mittelpunkt der Inkugel K des Tetraeders ABCD . Die Strecken M4 , MB , MC,
MD bilden gleichgroBe Winkel miteinander jeweils wie MP , MO , MR , MS ; ihre Léngen
sind das Dreifache des Radius von X , also sind P, O, R, S die Ecken eines regelmaBigen
Tetraeders, das K als Umkugel besitzt, d.h. (wie in der Aufgabe verlangt) dieser Kugel
einbeschrieben ist.

Ferner folgt, daB A auch der Mittelpunkt der Umkugel von ABCD ist. Die Umkugelradien
der beiden regelméBigen Tetraeder PORS und ABCD stehen somit im Verhltnis 1:3 . Da
sie entsprechende Streckenlingen in den einander #hnlichen Kérpern PQORS und ABCD
sind, stehen deren Volumina im Verhiltnis der dritten Potenzen:

V,:V=1:27.

In anderen Lsungsvarianten kann man mehr Gebrauch vom Strahlensatz machen. Zum
Beispiel kann man (nachdem A als Hohenschnittpunkt von 4BCD und P, Q, R, S als

Hohenschnittpunkte von BCD , ACD , ABD , ABC gekliirt sind) wegen FS:FA=FP: F_D,
also PS ” DA, das Kantenverhiltnis PS: DA =FS : FA=1:3 der Tetraeder erhalten.




Abb. L340945

' Die oben anschlieBenden Aussagen konnen als bekannter Sachverhalt zitiert werden.
Maoglich sind stattdessen z.B. folgende Beweisfiihrungen: Ist £ der Mittelpunkt von 4B,
so gilt ABLCE und ABLDE, also ist AB senkrecht auf der Ebene € durch C, D, E.
Ebenso gilt: Ist 7 der Mittelpunkt von BC, so ist BC senkrecht auf der Ebene & durch 4,
D, F. Daher ist die Ebene durch 4, B, C senkrecht auf der Schnittgeraden von € und
8 . Diese enthilt also die auf 4BC senkrechte Hohe des Tetraeders; damit ist gezeigt:
Diese Hohe hat als FuBpunktS den Schnittpunkt von CE mit AF, d.h. den
Hohenschnittpunkt von ABC . Entsprechendes gilt fiir die anderen Tetraederhthen; so ist
die auf BCD senkrechte Hohe AP enthalten in der Schnittgeraden von & und der Ebene
€ durch 4, C, G, wobei G der Mittelpunkt von BD ist. Somit gehen diese beiden (und
ebenso die anderen) TetraederhShen durch einen gemeinsamen Punkt A/, ndmlich den
Schnittpunkt der drei Ebenen € ,8 , { .

In dem mit AF = DF gleichschenkligen Dreieck zeigt man fiir die Hohenabschnitte
‘MP=MS (und entsprechend =MO=MR), zB. vemittels ZADF=/DAF ,
AADP=ADAS , ZDAP=ZADS , AM=DM . Die Tetraeder ABCM, ABDM .
ACDM , BCDM sind somit einander volumengleich, das Volumen von ABCD ist das
Vierfache des Volumens von ABCM , hieraus folgt DS=4-MS s DM =3-MS .




340946 Losung: 7 Punkte
Fiir jedes Paar (x;y) ganzer Zahlen sind u=|x-30], v= ly- 10| ganze Zahlen mit %> 0

und v>0 . Sie erfiillen genau dann die Ungleichung #+v <100 , wenn (u; v) eines der
Paare ist, die aus der folgenden Tabelle ersichtlich sind: '

u v

0 10.1,..97.98.9
1 o1, . 97,08
98 |0.1

9 |o

Die Anzahl dieser Paare betriigt 100+99+---+2+1=50-101 . (Dies kann einer als
bekannt zu zitierenden Summenformel entnommen oder z.B. durch die Umformung zu
(100+1)+(99+2) +---+(51+50) erhalten werden.)

Je eines dieser Paare (u;v) fuhrt auf alle diejenigen Paare (x; y), fur die eine der zwei
Gleichungen u=x-30, #=30-x und eine der zwei Gleichungen v=y-10, v=10-y

gilt. Die zwei Gleichungen u=x-30 , u=30-x fiihren genau dann auf dieselbe Zahl x ,
wenn =0 gilt; ebenso fiihren die Gleichungen v=y-10, v=10-y genau dann auf

dieselbe Zahl y , wenn v =0 gilt.

Daher fiihrt das Paar (u;v)=(0;0) auf genau ein Paar (x;y) ; jedes der 99 Paare

(u ; v) = (0; 1) ,...,(0; 99) und jedes der 99 Paare (u;v) = (1 ; O) ,...,(99 ; O) fiihrt auf genau

je zwei Paare (x; y) ; und jedes der iibrigen der Tabelle zu entnehmenden Paare (u; v)

fiihrt auf genau je vier Paare (x ; J’) . Somit ist die gesuchte Anzahl
4-50-101-3-2-(99+99) = 20200-3-396 = 19801 .

Andere Losungsmdglichkeiten: Man kann mit der Fallunterscheidung

(A): x230,y210; (B): x230,y<10; (C): x<30,y210; (D): x<30,y<10
beginnen und in jedem dieser Fille jeweils die Ungleichung

(A): x-30+y-10<100;  (B): x-30-y+10<100; (C): —x+30+y-10<100;
D): =x+30-y+10<100

diskutieren. So kann man zu (A) aus x <140-y und y>10 auf x <130 schlieBen und fiir
Jjedes x=30,...,129 die Werte y abzihlen, fiir die 10< y <140-x gilt. Das 1Bt sich durch
dhnliche Auszihlungen wie oben durchfiihren, also etwa mit vierfachem Aufwand.

Man kann auch zu (A) die in einem x,y-Koordinatensystem durch x>30, y>10,
y<140-x gekennzeichneten Punkte betrachten, (Durchschnitt dreier Halbebenen, also)
eine Dreiecksfléche. Entsprechend betrachtet man zu (B), (C), (D) je eine Dreiecksfliche.
Die Vereinigungsmenge dieser vier Flachen ist eine Quadratfléiche (siche Abb. L340946),
und dann hat man die Gitterpunkte (Punkte mit ganzzahligen Koordinaten) in dieser
Quadratfldche abzuzihlen. Dabei kann man auch Symmetrie-Argumente nutzen und zu
einem &hnlich einfachen Vorgehen wie im obigen Losungstext kommen.
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Abb. L340946

Vorschlige zur Punktverteilung

340944
Herleitung einer Beziehung zwischen s, rund w, + -+, oo
Ubergang zu einer Ermittlungsméglichkeit fiir Wy F W et
340945

Ausreichend (z.B. anschauilich) geklérte Lageverhiltnisse von M, P, O, R, S ............
Herleitung des Streckenverhiltnisses 1 : 3 (oder gleichwertig nutzbare Aussage) ..........
Schluf} auf das Volumenverhaltnis ..........ccoeeeeueeeeerueiereereeeieece et

340946
Ersichtlich zum Ziel fithrendes Abzihlverfahren .........c..ocooooeioioiorieeceeeeceeececce
Damit erreichte Ermittlung der gesuchten Anzahl ..........cooeovieiiieoeecceececeecee



