34. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Deutschland-Olympiade)
Aufgaben
Klasse 8
1. Tag

Hinweis:Der Ldsungsweg mit Begriindungen, Nebenrechnungen und (bei Konstruktions-
aufgaben) Hilfslinien soll deutlich erkennbar in logisch und grammatisch eimvandfreien
Sctzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen sind zu
beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus
Arbeitsgemeinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten
Sachverhalt anzufiihren.

340841

Die Bewohner des Planeten Quadron unterscheiden sich nach ihrem Geschlecht, und zwar
gibt es, anders als auf der Erde, genau vier verschiedene Geschlechter. Politisch ist die
Bevilkerung eingeteilt in genau vier Volkerstimme. Wenn der planetare Rat
zusammentritt, entsendet jeder Volkerstamm genau vier Abgeordnete, von jedem
Geschlecht einen.

Es ist dann eine Sitzordnung vorgeschrieben, bei der 16 Sitze in quadratfrmiger
Formierung zu vier Zeilen und vier Spalten angeordnet sind. In jeder Zeile und in jeder
Spalte miissen alle vier Vlkerstimme und alle vier Geschlechter vertreten sein.

Gib eine mogliche Sitzordnung an und bestitige, daB bei dieser Sitzordnung alle genannten
Bedingungen erfiillt sind!

340842

Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen », die den folgenden Bedingungen (1) und (2)

geniigen!

(1) Die Zahl # ist das Produkt von genau drei Primzahlen; je zwei dieser Primzahlen sind
voneinander verschieden; jede dieser Primzahlen ist groBer als 10.

(2) Die Zahl n kann als das Produkt von zwei natiirlichen Zahlen dargestellt werden, deren
Summe 600 betréigt. Die Zahl » kann aber auch als das Produkt von zwei natiirlichen
Zahlen dargestellt werden, deren Summe 240 betriigt.

340843
Auf einem Zeichenblatt seien drei Punkte 4, B, Cmit 4# B, 4= C und B# C gegeben.
Gesucht sind zwei einander gleichgrofie, voneinander verschiedene Kreise, von denen einer
durch 4, der andere durch C geht und die sich im Punkt B beriihren.
Beschrelbe Lagemdglichkeiten der gegebenen Punkte 4, B, C bei denen es

(a) keine solchen Kreise,

(b) mehr als ein Paar solcher Kreise,

(c) genau ein Paar solcher Kreise
gibt!
Zu (a) zeige, warum es keine solchen Kreise gibt; zu (b) bzw. (c) beschreibe und begriinde
je eine Konstruktion, mit der man aus den gegebenen Punkten mehrere derartige Kreispaare
bzw. das eine derartige Kreispaar erhalten kann! Fiihre die von dir beschriebenen
Konstruktionen durch! Wihle hierzu 4, B, C jeweils in passender Lage fiir (b) bzw. (c) und
konstruiere aus diesen 4, B, C bei (b) zwei Kreispaare, bei (c) das eine Kreispaar!
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2, Tag

Hinweis:Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich
erkennbar in logisch und grammatisch einwandjfreien Siitzen dargestellt werden. Zur
Lésungsgewinnung herangezogene Aussagen sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu
verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsgemeinschaften bekannt
ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

340844 :
“Axel filhrt einen Kartentrick vor. Er benutzt dazu ein Skatspiel, bestehend aus jeweils
4 Karten dér folgenden Arten, denen er folgende Augenwerte zuteilt:

Art der Karte 7 8 9 10 Bube Dame Konig As

Augenwert 7 8 [ 9 10 2 3 4 | 11
Seine Freunde sollen, wihrend er nicht im Zimmer ist, nach folgender Vorschrift
Kartenstapel bilden: Fiir jeden Stapel wird zunéchst eine Karte offen hingelegt, und der
damit beginnende Stapel erhilt so viele Punkte, wie der Augenwert dieser Karte angibt.
Dann werden weitere Karten verdeckt auf den Stapel gelegt; fiir jede dieser Karten wird die
Punktzah! des Stapels um 1 ‘erhtht. Dies wird aber nur so lange durchgefiihrt, bis die
Punktzahl 11 erreicht ist; der Stapel ist damit abgeschlossen. Er wird dann umgedreht, so
daB die bisher unterste Karte nun verdeckt oben liegt. :
(1.Beispiel: 7 offen hinlegen, vier Karten verdeckt darauf legen, Stapel umdrehen.
2 Beispiel: As offen hinlegen, umdrehen.)

Solche Stapel werden einige Male gebildet und nebeneinander auf den Tisch gelegt. Falls
am Ende Karten iibrigbleiben, werden diese ,,Restkarten einzeln abzihlbar und verdeckt
neben die Stapel gelegt.
Dann wird Axel hereingerufen. Er behauptet, er kinne aus der Anzahl der fertigen Stapel
und der Anzah! der Restkarten dic Summe der Augenwerte der nunmehr obersten Karten
der Stapel finden. Wie ist das mdglich?

340845 u Es sei PORSTU ein gerades dreiseitiges Prisma, dessen
Grundfliche ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck
POR ist (siche Abb. A340845). Die Hohenlénge des
Prismas sei gleich der Kathetenlénge a des Dreiecks POR.

Gesucht ist eine Ebene E, die parallel zu einer
der quadratfiirmigen Seitenflichen F des
Prismas verliuft und das Prisma in zwei
Teilkorper zerlegt, deren Volumina sich in
irgend einer Reihenfolge wie 9 : 16 verhalten.

Ermittle zu gegebenem a alle diejenigen Werte,
p a g die der Abstand zwischen der Seitenfliche F
Abb. A340845 und einer solchen Ebene E betragen kann!

R

340846
Wie viele Paare (x : y) ganzer Zahlen x, y , die die Ungleichung |x—30|+| y— 10| < 100
erfiillen, gibt es insgesamt?




34. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Deutschland-Olympiade)

Lisungen
Klasse 8
1. Tag
340841 Losung: 6 Punkte

Werden die Volkerstimme mit a, b, ¢, d und die Geschlechter mit 1,2, 3, 4 bezeichnet,
so ist zum Beispiel eine mdgliche Sitzordnung:

al b2 3 d4
b4 a3 a2 cl
c2 dl a4 b3
a3 c4 bl a2

In der Tat wurden entsandt: al, a2, a3, a4 aus a, b1, b2, b3, b4 aus b, cl, c2, ¢3, c4 aus c,
dl, d2, d3, d4 aus d, und in jeder Zeile und jeder Spalte kommen sowohl a, b, ¢, d als auch
1,2,3, 4vor.

340842 Losung: 7 Punkte
. Wenn eine natiirliche Zah! » den Bedingungen (1) und (2) geniigt, so folgt:

Nach (1) gibt es Primzahlen p, g, r mit p>10, ¢>10, > 10, p=q, p#r, g#r und

n=p-q-r. Alle Darstellungen von »n als Produkt zweier natiirlicher Zahlen sind daher
n=1-pgr=p-qr=q-pr=r-pq .

Nach (2) ist folglich eine der Zahlen 1+ pgr, p+qr, g+ pr, r+ pg gleich 600, eine

andere gleich 240.

Sowohl 599 als auch 239 sind Primzahlen. Dies folgt wegen 25% > 599 bzw. 16 >239

daraus, daf 599 durch keine der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 teilbar ist bzw.

239 durch keine der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13. Damit scheidet sowohl das Vorliegen
von 1+ pgr=600 als auch das von 1+ pgr=240 aus. Also kann die Reihenfolge der

Bezeichnungen p, g, r so gewihlt werden, daB die Gleichungen

p+qr=600 , g+ pr=240 3)
gelten.

Dabher gilt pr <240, wegen der Voraussetzung p>11 also r < 31413 <22 und wegen der

Voraussetzung > 11 ebenso p <22. Folglich kommen fiir p und » nur die Primzahlen
11, 13, 17, 19 in Frage. Somit ist die Zahl gr =600~ p eine der Zahlen 589, 587, 583,

581. Von ihnen sind aber nur 589=19-31 und 583=11-53 das Produkt zweier
Primzahlen groBer als 10, wihrend dies fiir die Primzahl 587 und fiir 581=7-83 nicht
zutrifft. (Die hier genannten Primzahl-Aussagen konnen entsprechend wie oben fiir 599
und 239 gezeigt werden.) Damit verbleiben nur die Moglichkeiten, daB

entweder r=19,¢=31, p=600-589=11, n=11-31-19= 6479
oder r=11,g=53, p=600-583=17 , n=17-53-11=9911
gilt.



IL Fiir jede dieser beiden Zahlen n zeigt die angegebene Zerlegung, daB (1) erfiillt ist.
Femerzeigt  #=11-589=31-209 wund 11+589=600, 31+209 =240
bzw. n=17-583=53-187 und 17+583=600, 53+187 =240,
daB auch (2) erfiillt ist. ‘
Mit I. und IL ist gezeigt, daB genau die beiden Zahlen n=6479 und n=9911 den Be-
dingungen (1) und (2) geniigen.

Variante: Aus (3) folgt (g+p)-(r+1)=840, (g p)-(r—1)=360 durch Addition bzw.
Subtraktion Von r=11,13,17,19 scheidet » =17 aus, da 840 nicht durch 18 teilbar ist.
Ferner fithrt 7=13 auf g+ p=840:14=60 , g— p=360:12=30 , also die Nichtprimzahl
g =45 und scheidet damit ebenfalls aus. Somit ist entweder r=11, q+p=70,9-p=36
oder r=19, g+ p=42, g— p= 20, woraus die oben genannten Werte folgen.

340843 Lisung: 8 Punkte
(a) Bei den folgenden Lagemdglichkeiten fiir 4, B, C (mit 4= B, A4#C, B=C ) gibt es
keine Kreise der genannten Art:

(al) Der Punkt B liegt auf einer Verlingerung der Strecke AC.
(a2) Der Punkt B liegt auf der Strecke AC, ist aber nicht ihr Mittelpunkt.

Beriihren sich némlich zwei einander gleichgroBe, voneinander verschiedene Kreise, so
muf dies eine Beriihrung von auBen sein. Fiir jede Gerade durch den Beriihrungs-
punkt B, die die Kreise in je einem von B verschiedenen Punkt 4 bzw. C schneidet
(siche Abb. .340843 a ), gilt aber: B liegt zwischen 4 und C; also kann nicht (al) vor-
liegen. Ferner gilt fiir jede solche Gerade: Sind M bzw. N die Mittelpunkte der beiden

Kreise, so liegt B auf der Strecke MV, daher gilt £~ 4BM = 2 CBN (Scheitelwinkel),
wegen £ ABM =2 BAM, ZCBN=/BCN (Basiswinkel) und MB=NB nach

Kongruenzsatz sww also A ABM =A CBN , AB=CB , somit kann auch (a2) nicht
vorliegen.

A

Abb. L340843 a



(b) Mehr als ein Paar von Kreisen der genannten Art gibt es, wenn B der Mittelpunkt der
Strecke AC ist.

Man erhilt solche Kreise durch folgende Konstruktion: Auf der Mittelsenkrechten
von AB wihlt man einen beliebigen Punkt A/ und bringt die Gerade durch M und B zum
Schnitt N mit der Mittelsenkrechten von BC. Die Kreise um M und um N durch B gehen

dann némlich wegen Md = MB und NC = NB auch durch 4 bzw. C ; sie beriihren sich
in B, da B auf MN liegt. SchlieBlich sind diese Kreise auch einander gleichgroB; denn
wegen der Voraussetzung AB=CB und wegen £ BAM = £ ABM = £ CBN = £ BCN
gilt A ABM =A CBN , also MB= NB.

Abb. 1340843 b zeigt zwei Kreispaare, die nach dieser Beschreibung bei den Wahlen
M= M, und M= M, erhalten werden.

Abb. L340843 b

(c) Genau ein Kreispaar der genannten Art gibt es, wenn 4, B und C nicht auf einer
gemeinsamen Geraden liegen.
Man erhilt es durch folgende Konstruktion (siehe Abb. 1340843 c): Man verldngert die
Strecken 4B und CB jeweils iiber B hinaus um ihre eigene Linge bis 4’ bzw. C’ und
konstruiert die Umkreise der Dreiecke 4BC” und 4'BC (die Umkreismittelpunkte M
bzw. N sind in bekannter Weise als Schnittpunkte von Mittelsenkrechten zu erhalten).
Diese Kreise haben die geforderten Eigenschaften; denn nach Konstruktion wird
A ABC'=A A'BC, also sind die Umkreise einander gleichgroB. Daher ist auch
A ABM=A A'BN (Kongruenzsatz sss), also sind die Winkel £ ABM, / A'BN
einander gleichgroB und folglich Scheitelwinkel; d.h., B liegt auf MN , die Kreise
beriithren sich in B.
DaB dieses Kreispaar das einzige mit den geforderten Eigenschafien ist, kann so gezeigt
werden: Wenn vorausgesetzt wird, dal zwei Kreise diese Eigenschaften haben, so folgt
wie in (a), aber mit 4, B, 4" und nochmals mit C, B, C’ statt der dortigen 4, B, C , daB
die Kreise auch durch die hier konstruierten Punkte 4" bzw. C’ gehen.

Bemerkungen zur Korrektur: 1. Da im Aufgabentext nicht gefordert war, alle Lagemdg-
lichkeiten fiir keine, mehr als eine bzw. genau eine Lésung anzugeben, genligt zu (a) die
Angabe (und der Unldsbarkeitsbeweis) zu weniger als (al),(a2).




2. Zu (b) wird nicht verlangt, nachzuweisen, daB jede Losung durch die beschriebene Kon-
struktion (mit geeigneter Wahl von M ) erhalten werden kann.

3. Statt der Gliederung (a),(b),(c) kann eine andere gewihit werden, z.B.: L. dus der An-
nahme, ein gefordertes Kreispaar liege vor, schliefit man wie in (c), letzter Absatz, auf die
Konstruktion in (c). Sie wird in den Fillen (al),(a2) undurchfithrbar (sie fithrt auf drei
paarweise verschiedene kollineare Punkte 4, B, C’ ; zu solchen existiert kein Umkreis),
und sie fithrt - in einer geeigneten Variante — auch fiir 4'=C , also im Fall (b), zu den dort
genannten unendlich vielen Losungen. IN. Aus der Konstruktionsbeschreibung schliefit man
wie in (¢), zweiter Absatz, auf die Lisungseigenschaft der konstruierten Kreise.

4. An mehreren Stellen kann eine weniger explizit verbal und mehr anschaulich vor-
gehende Darstellungsweise akzeptiert werden, z.B. bei dem in (c) erfolgten Riickverweis
auf (a). Ferner kann die Argumentation auf 4bbildungseigenschaften zuriickgreifen, z.B.
auf Eigenschaften der Punktspiegelung an B.

Abb. L340843 ¢

Vorschlige zur Punktverteilung

340841

Korrektes BEISpiel .......ccoveceereureerresscnererercereeeseesemeesesenecesenes 3

Bestiitigung, daB die Bedingungen erfiillt sind ........................ 3
6

340842

Zuriickfuihrung auf Forderungen an Primzahlen, zB. p+qr=600 , g+ pr=240 ........ 2

Ermittlung der zwei Moglichkeiten solcher Primzahlen und damit von 7 ........ccu.ouee....... 3

Bestétigung von (1),(2) (kann in vorhergehenden Losungsteilen mit erbracht sein) ........ 21
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340843

. Angabe einer Lagemaglichkeit und UnlSsbarkeitsnachweis zu (a) 1

Nachweis (Konstruktionsbeschreibung) fiir mehr als eine Losung
bei der Lagemdglichkeit, dal B der Mittelpunkt von AC ist ......ceoovveeveceeceecennnens 2
Desgl.: Nachweis fiir die Losung bei der Lagemglichkeit nichtkollinearer 4, B, C ....... 2
Ausfiihrung der Konstruktionen zu (b) und (¢) ....cceeeuueee.. e,
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Lésungen
Klasse 8
2. Tag
340844 Losung: 6 Punkte

Es sei s die Anzahl der Stapel, 7 die Anzahl der Restkarten, Die Augenwerte der obersten
Karten der Stapel seien w, , ..., w_ . Dann liegt folgende Verteilung vor:

Stapel Nr.1: - Stapel Nr.s: Restkarten:
1 Karte mit w, Augen ... (1 Karte mit w, Augen| | r Karten l
11-w, Karten 11-w, Karten

Da es insgesamt 32 Karten gibt, gilt somit
(1411w )+t (1411w, ) 4r=32
also 124412 (1 + b, )+r=32
——

s Summanden
Wyt w o =s5-124+r-32 .
Nach dieser Formel kann man die gesuchte Summe w, +--- + w; aus s und » berechnen.

340845 Ldsung: 6 Punkte
Fiir jede Ebene E, die (0.B.d.A.) parallel zur Seitenfliche 7= PSUR verliuft und das
Prisma in zwei Teilkrper PXYRSWZU und XQYWTZ zerlegt (siche Abb. 1340845 a ), gilt:
Die Teilkrper sind Prismen, beide mit der Hohenliinge a ; ihre Volumina verhalten sich
also wie die Fldcheninhalte ihrer Grundflsichen 2XYR und XQFY.

Wegen £ XQY=2 POR=45" und XY| PR, also ZQXV=ZQ0PR=90° (Stufen-
winkel) ist auch XQY ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck. Mit X0 =x ist folglich
auch XY=, und XQY hat den Flicheninhalt —x"; somit hat PXYR den Flichen-
inhalt %az - %xz ; ,
Daher hat die Ebene £ genau dann die geforderte Eigenschaft, wenn
entweder (az—xz):x2=9:16 oder xz:(az—x2)=9:16
gilt. Dies ist jeweils der Reihe nach #quivalent mit
16(a2 - x2) =0x? bzw. 16%* = 9(a2 —x2) i
16a* =25x>  bzw. 25x" = 94"

und dies wegen a> 0, x>0 mit

4 3
x=—a bzw. x=-a.
5 5

Also haben fiir den gesuchten Abstand PX genau die beiden Werte
a—x:—;-a und a—x=§a
die geforderte Eigenschaft.



Bemerkungen zu Losungsvarianten: 1. Man kann die Dreiecke POR, XOY zu Quadra-
ten POKR, XQLY erginzen, deren Flicheninhalte sich entweder wie (9+16):16

oder wie (16+9):9 verhalten miissen. Das ergibt dann entweder Fé g @: 5:4 oder
PQ:XQ=5:3 (siche Abb. L340845 b,c ).

2. Es kann als anschaulich hinreichend fundiert akzeptiert werden, daB es fiir jede der
beiden Reihenfolge-Moglichkeiten der Verhiltnisbildung genau einen gesuchten Wert PX
gibt. Daher kann akzeptiert werden, wenn nicht die Einzigkeit der Werte %a und %a aus
der Volumenverhiltnis-Forderung hergeleitet wird, sondem umgekehrt mur bewiesen wird,

daB fiir jene beiden Werte von PQ: X0 diese Forderung erfiillt ist. Zusammen mit der

Méglichkeit, die in der vorigen Bemerkung genannt wurde, kann dieser Nachweis durch
Auszshlen der Teilquadrate in Abb. 1340845 b,c erfolgen.

)

Abb. L340845 a

A K A
i L
Y
PR — ) P X

Abb. L340845 b Abb L340845 ¢




340846 Losung: 7 Punkte
Fiir jedes Paar (x;y) ganzer Zahlen sind u=|x-30|, v= ly—lOl ganze Zahlen mit >0
und v>0 . Sie erfiillen genau dann die Ungleichung u+v <100 , wenn (u;v) eines der
Paare ist, die aus der folgenden Tabelle ersichtlich sind:

u v

0 ]0.1,...97.98.%
1 o1, o708
98 |0.1

% |o

Die Anzahl dieser Paare betridgt 100+99+---+2+1=50-101. (Dies kann einer als
bekannt zu zitierenden Summenformel entnommen oder z.B. durch die Umformung zu
(100+1)+(99+2) +-+-+(51+50) erhalten werden.)

Je eines dieser Paare (u;v) fiihrt auf alle diejenigen Paare (x; y), fiir die eine der zwei
Gleichungen u=x-30, u=30-x und eine der zwei Gleichungen v=y-10, v=10-y

gilt. Die zwei Gleichungen u#=x—-30, u=30-x fiihren genau dann auf dieselbe Zahl x ,
wenn u=0 gilt; ebenso fiihren die Gleichungen v=y-10, v=10-y genau dann auf

dieselbe Zahl y , wenn v = 0 gilt.

Daher fiihrt das Paar (u;v):(O;O) auf genau ein Paar (x;y) ; jedes der 99 Paare

(u;v) =(0; 1) ,...,(0;99) und jedes der 99 Paare (u;v) =(1;O) ,...,(99 ; O) fiihrt auf genau

je zwei Paare (x; y) ; und jedes der iibrigen der Tabelle zu entnehmenden Paare (u;v)

fiihrt auf genau je vier Paare (x H y). Somit ist die gesuchte Anzahl
4-50-101-3-2-(99+99) = 20200 3- 396 = 19801 .

Andere Losungsmdglichkeiten: Man kann mit der Fallunterscheidung

(A): x230,y210; (B): x230,y<10; (C: x<30,y>10; (D) x<30,y<10
beginnen und in jedem dieser Fille jeweils die Ungleichung

(A): x-30+y-10<100 ; B): x-30-y+10<100; (C): —x+30+y-10<100;
D): —x+30-y+10<100

diskutieren. So kann man zu (A) aus x <140-y und y>10 auf x <130 schlieBen und fiir
jedes x=30,...,129 die Werte y abzihlen, fiir die 10< y < 140 - x gilt. Das LiBt sich durch
dhnliche Auszihlungen wie oben durchfithren, also etwa mit vierfachem Aufwand.

Man kann auch zu (A) die in einem x,zy-Koordinatensystem durch x>30, y>10,
y<140-x gekennzeichneten Punkte betrachten, (Durchschnitt dreier Halbebenen, also)
eine Dreiecksfliéiche. Entsprechend betrachtet man zu (B), (C), (D) je eine Dreiecksfliche.
Die Vereinigungsmenge dieser vier Flichen ist eine Quadratfliche (siche Abb. 1.340846),
und dann hat man die Gitterpunkte (Punkte mit ganzzahligen Koordinaten) in dieser
Quadratfliche abzuzihlen. Dabei kann man auch Symmetrie-Argumente nutzen und zu
einem #hnlich einfachen Vorgehen wie im obigen Losungstext kommen.



(30;110)

140
(130;10)
-------- — X
x-y=120
{30;-90)
Abb. L340846
Vorschliige zur Punktverteilung
340844
Herleitung einer Bezichung zwischen s , 7 und wy 4 -4+ W, oo 4
Ubergang zu einer Emittlungsmoglichkeit filr wy + -+ W, v, a2
6
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Damit erreichte Ermittlung der gesuchten Anzahl ........c.cocoeveneneecnmercnnnencieensreeneeenenns 4
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