Olympiadeklasse 11 bis 13 -
1. Tag

331331 ;
Beweisen Sie, daB fiir alle positiven

reellen Zahlen a, b, ¢, d die nachstehende

Ungleichung (1) gilt!
1, 1 1
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Uber eine Strecke 4B sei ein Halbkreis
h mit dem Mittelpunkt M errichtet. Darin
(siehe Abbildung) seien die Halbkreise 4,
und A, liber AM bzw. MB konstruiert. Fer-
ner sei k; derjenige Kreis, der /# von innen
sowie A; und 4, von auflen bertihrt, und es
sei k, derjenige Kreis, der 4 von innen
sowie 4, und k; von auBlen beriihrt. -

Man beweise, daB M und die Mittel-
punkte M;, M,, M, von k;, k, bzw. h, die
Ecken eines Rechteckes sind.

Von den nachstehenden Aufgaben
331333 A und 331333 B ist genau eine
auszuwihlen und zu lgsen:

331333 A |

Ist m eine natiirliche Zahl mit m > 2, so
werde eine Zahlenfolge (x,), - o, |, %
durch die Festsetzungen definiert, daB x, =
0, x; = 1 gelten soll und fiir #n > 0 jeweils
X, der Rest (mit 0 < x,,, < m) sein soll,
den x,., +x bei Division durch m 14Bt.

Man untersuche, ob zu jeder natiirlichen
Zahl m 2.2 eine natiirliche Zahl k£ > |
existiert, mit der die drei Gleichungen x, =

Xp, X| = Xpep und X, = x5 gelten.

331333 B
Fiir jede ganze Zahl n mit n > 0 sei £, die
durch

RABE: e .__n
f[ix)=x"+(n+3)-x*+2n-x S

fiir alle reellen x definierte Funktion.
Man ermittle alle diejenigen ganzen
Zahlen n 2 0, fuir die gilt: Alle Nullstellen

von f, liegen in einem Intervall der Linge

Man ermittle die Anzahl aller derjenigen
Paare (x ; y) ganzer Zahlen x, y, fiir die

Vx +4/y =1993 gilt.



331335
Zwei kongruente regelmiBige 2n-Ecke

seien durch Verbinden ihrer Eckpunkte
mit dem jeweiligen Mittelpunkt in Dreiek-
ke zerlegt. Jedes dieser Dreiecke sei ent-
| weder blau oder rot geféirbt. Von einem
der beiden 2n-Ecke werde vorausgesetzt,
daB es ebenso viele blaue wie rote Dreiek-
ke hat.

Man beweise: Unter diesen Vorausset-
zungen ist es stets moglich, die beiden 2n-
Ecke so aufeinanderzulegen, daf8 in min-
destens n {ibereinanderliegenden Drei-
eckspaaren die beiden Dreiecke dieses

 Paares einander gleichgefirbt sind.

r

331336

Man ermittle fiir jede natiirliche Zahl n

die groBte Zweierpotenz, die ein Teiler der

Zahl [(4 +418 )] ist.

Hinweis: Ist r eine relle Zahl, so wird die-
jenige ganze Zahl g, fir die
g<r<g+1 gilt, mit g =[ r ] bezeichnet.
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33. Mathematik-Olympiade, 3. Stufe

Lésungen
Olympiadeklassen 11 bis 13
1. Tag
331331 Losung: 6 Punkte
I. Fiir alle reellen a,b,c,d gilt 0 s (ad - bc)2 , (2)
also 2abcd S a’d’ + bZcl. (3)

Durch Addition von

azcd+abd2+abc2+bzcd+Zabcd

ab(cz+d2) + cd(a2+2ab+b2)

folgt ab(c+d)? + cd(a+b)® S (ad+bc):(ac+ad+bctbd). (4)
Weitere Addition von (ab + cd)+(a+b)(c+d) ergibt

ab(c+d) (at+b+c+d)+cd(a+b)(a+b+c+d) S (at+c)(b+d) (a+b)(c+d). (5)

Wegen a,b,c,d > 0 folgt nach Division durch (a+b)(c+d) (a+b+c+d)

ab cd (atc) (b+d)
atb ' Totd > Tatc + bid (6)

und damit die zu beweisende Ungleichung (1).

Bemerkungen: 1. Man kann Formeln der obengenannten Art in umge-
kehrter Reihenfolge schreiben; dies entspricht dem Auffinden sol-
cher Formeln. Bei der Wahl einer derartigen Darstellung entsteht
pur dann eine (mit voller Punktzahl zu bewertende, weil) korrekte
Lésung, wenn die erforderliche logische SchluBrichtung (fﬁr die
obigen Formeln in der Reihenfolge (2) — -+ — (56) — (6) — (1))
aus der Darstellung hervorgeht.

2. Eine andere Mdglichkeit, die heuristisch bedingte mit der lo-
gisch erforderlichen Reihenfolge in Einklang zu bringen, bietet
die indirekte Beweisfiihrung (obwohl sie beweistechnisch eigentlich
eine itiberfliissige Komplikation bedeutet): Man schlieft aus der An-
nahme, (1) sei falsch, der Reihe nach auf die Negationen von

(6),(5)y...,(2) und damit auf den Widerspruch 0 > (ad - bc)z.
331332 Losung: 7 Punkte

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei AM1 = MlM = MMZ = MZB =1

gesetzt, der Radius von k3 bzw. k4 sei x bzw. y.

I. Aus der Kongruenz von h1 mit h2 und aus den Beriihrungsbedingun-

gen fiir k3 folgt: Das Dreieck M1M2M3 ist mit M1M3 = M2M3

gleichschenklig, die Seitenhalbierende M3M ist zugleich Héhe,
nach dem Satz des Pythagoras gilt MiM 2 + MM3 z . M1M3 2,
1+ (2—x)2 = (1+x)2. Daraus folgt 565 - 4x + x2 =1 + 2x + xz,

also x = % .
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II.Es sei M; derjenige Punkt, fir den MIMMaM: ein Rechteck ist.

- . . e = = _ _ 4 _ 1 s _ o o
Fir ihn gilt M1M; = MM, = 2 x =3 = 1+ 3 MQM; = MM, =1
= x + % und MM: = MM, = 1+ lg = % = 2 - % , also erfiillt der

Kreis um M; mit dem Radius % die Beriihrungsbedingungen fir k4;

somit ist M; = M4 und damit MlMMaM4 als Rechteck nachgewiesen.

Bemerkung: Im Beweisteil I. wurde die Existenz eines Kreises k3

der die Beriihrungsbedingungen erfiillt, dem Aufgabentext entnommen,
in II. die FEindeutigkeit eines solchen Kreises k4 . Der folgende

Lésungsweg zeigt, daB man (in I. oder II. oder in beiden Teilen)
mit etwas mehr Aufwand auch jeweils die andere Moglichkeit hat:

2. Ldsungsweg:
I. Auf der Seite von AB, auf der h liegt, sei M; derjenige Punkt,

fir den MM) + MM und HM) = 3 = 2 - £ jst. Fir ihn gilt nach
MM = MM = 16 _ 5 _ 2
dem Satz des Pythagoras M1M3 = MzMa = 1+ 3 =3~ 1 + 3
also erfiillt der Kreis um M; mit dem Radius % die Beriihrungs-
bedingungen fir k3 ; somit ist er der Kreis k3 (und es gilt
, -
Ma = M3 .

II.Aus den Beriihrungsbedingungen fiir k4 folgt mit t = MM4 , daB
- MM = =3 - T = 2 -8 _ ;
y=2-1%t, MlM4 =1+ y =3 t und MaM4 =3 + y = 3 t gilt.
Mit a = 4 M1MM‘ , MM3 = 2 - % = % folgen daher aus dem Kosinus-
satz die Gleichungen (3-t)2 =1 + tz - 2+t*cos a , (1)

8 2 _ 16 2 _ g4
(3 -t)° = g tt 2 3trsin « . (2)
Aus (1) ergibt sich 2tcos a = 6t - 8 , cos « = 3 - % ,

; - 24 _ (A2 _ 2, /_ ,.2 - ;
sin « = //- 8 + T (t) =3 2t° + 6t 4 und damit
aus (2) weiter 1 -t = -y - 2t° + 6t - 4 , 3t° -8t +5 =0 ,

t = % (die zweite Losung t = 1 scheidet aus, da fiir sie

- . : e vall: B vy v _ .
cos @ < 0 wadre). Somit wird H1N4 =3 = MHa und M3M4 =1 = MHI’

daher und wegen 1 H1MM3 = 90° ist M,MHBM4 ein Rechteck.

-30-
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332333 A Losung: 7 Punkte

Zu jeder natiirlichen Zahl m 2 2 existiert eine Zahl k der genann-

ten Art. Beweis:
Jede der Zahlen x, ist eine der m Zahlen 0 , 1 ,..., m-1 . Also

gibt es hochstens m3 verschiedene Mdglichkeiten fiir die Tripel

(x. , x y X, ,) (i =0,1,2,...). Daher muB eine dieser Mdg-
i i+1 i+2
lichkeiten wiederholt angenommen werden, d.h., es gibt ein i 2 0
und ein k & 1 mit
7 Xan 0 X T X 0 X2 T X0 (1)
Ist i > 0 , so kann man hieraus auf
Xicr T Xpaioa
. 1) R S .
schlieflen; denn nach Definition von Xioh und Xy rie1 gibt es
natiirliche Zahlen q , q’ mit
= . = q’'s .
X v, = am + Xi41 v Xy Y X A m o X e

subtrahiert man diese Gleichungen voneinander, so folgt wegen (1),

X = (q’-q)*m gilt; wegen 0 s x < m und

daB x4 - %X, i-1

0 s Xppioq <M, also Xisi-1 = X;_4| < m, ist dabei Iq’-ql <1,

also q’-q = 0
Setzt man dies fort, so kommt man schlieflich zu den behaupteten

Gleichungen x X, = X y X, = X, .

2 T Xz 0 %y K+1

331333 B Losung: 7 Punkte

I. Fir n = 0 ist fn die durch fn(x) = x3 + 3x2 definierte Funk-
tion. Sie hat genau die Nullstellen 0 und - 3 . Diese liegen

in dem Intervall [-3;0] der L#énge 3.

s Die oben folgende Herleitung kann auch als Rechnen modulo m

unter Einschrédnkung auf das Repriasentantensystem {0,...,m-1}
formuliert werden.
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II.Fir jede ganze Zahl n > 0 gilt

L)z n(3-4) 70

_ _ _n _ - _ _n
5 £.00) = - =5 <0, £(-2) =4 -—=2>0
sowie
f(1) =3n+4--"2>50 f (-n-3) = -2n(n+3) - === < 0;
attE e n+l » A,A-A9) = ~Znin n+l < 0

daher hat f drei paarweise verschiedene Nullstellen. Sie seien

: 3 2)
X; 0 X, o, X, mit X, < X, < Xy - Nach dem Wurzelsatz von Vieta

gilt - (x1 + X, t/xa) =n+ 3 (1)
und X, + xjx:t/;l‘/xzx3 = 2n . (2)
Wegen Xy - X - X, 5/6 gilt ferner
-/x'z)(x2 -x) >0. (3)
Nun ist
(x3 - xl)2 = (x1+x2+x3)2— 3( x2+x1x3+x2x3) + (xa- xz)(xz— xl).

Aus (1),(2) und (3) folgt daher (x,- x,)° > (n+3)%- 6n = n’+ 9,

- x1> 0 weiter X5 x1> 3 ; d.h., die

hieraus wegen n > 0 un€ Xy

Nullstellen X0 X, oy X5 liegen nicht in einem Intervall der
Lange 3.

Damit ist bewiesen: Unter allen ganzen Zahlen n 2 0 erfiillt genau

die Zahl n = 0 die Bedingung, dafB alle Nullstellen von fn in einem
Intervall der Lange 3 liegen.

1)

2)

Anstelle der oben folgenden Abschiatzungen von Funktionswerten
kann man sich auch auf 1lim f (x) = + ® und 1lim fn(x) = - ®
berufen. x—rs® O Xx—? =@
oder weil mit den Nullstellen Xy o0 X,y Xy und wegen des Koef-
fizienten 1 bei x3 die Identitat
f(x) = (x - x)(x - x,)(x - x;)

= x° - (x‘ + x

2
2 * xa)x - (xlx2 X x4 xzxa)x - X X X,

gilt.

-32-
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Vorschlédge zur Punktverteilung:

331331
Rechnerisch richtige Umformungen .. ..ouuveue v nneeeneeneeennens
(Ersichtlich) logisch richtige BeweisfUhIung .......eoeoeeunens

331332
Erste verwendbare Teil-Herleitung, etwa wWie T. ...t eveneeneneens
Zweite, abschlieBende " " oI T ¢ Ve duorose o{oS loelofels o8

331333 A
Erster Beweisteil, z.B.
Gewinnung eines Ausgangstripels (1)

durch SchubfachschluB vttt ittt eneseeneeeenesnenns
Abschliefender Beweis (im Beispiel

durch schrittweises ZuriickschlieBen) ... vuvvete e eneneenenens
331333 B
Bestdtigung der Existenz eines Intervalls der Lédnge 3

im Fall N = 0 i eertencrssooosooaocsoimirndde foansiodeawbhe d sy

Behandlung des Falles n > 0 :
Geeignete Umformung (z.B. von (x3 - xl)2 ) O
SchluB auf Nichtexistenz eines Intervalls der Lénge 3 .......

3
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33. Mathematik-Olympiade, 3. Stufe

Loésungen
Olympiadeklassen 11 bis 13
2. Tag
331334 Losung: 6 Punkte
I. Wenn x und y ganze Zahlen sind, flur die
Yx + Yy = 1993 (1)

gilt, so folgt

v = (1993 - vx)% = 1993% - 3986-YX + x ,

1993° + x - v
3986 y

also ist yYx die rationale Zahl vx

Daraus folgt1): Mit einer natiirlichen Zahl a gilt
2

x = a° . (2)
Ebenso folgt nochmals aus (1): Mit einer natiirlichen Zahl b
gilt v = b’ . (3)
Fiir diese Zahlen a und b gilt nach (2),(3) einerseits
ae0, beao0, (4)
andererseits wegen (1)
a + b = 1993 . (5)

II.Fir jedes Paar (a;b) ganzer Zahlen a,b mit a2 0 , b2 0 und
a + b = 1993 gilt: Die ganzen Zahlen x = az, y = b2 erfliillen

Yx + Yy = 1993 .

Damit ist bewiesen: Es gibt ebenso viele Paare (x;y) ganzer Zahlen
mit ¥x + Yy = 1993 , wie es Paare (a;b) ganzer Zahlen mit a 2 0 ,
b &0 und a + b = 1993 gibt. Das sind genau die Paare

(0;1993) , (1;1992) ,..., (1993;0) ,
ihre Anzahl betragt 1994.

331335 Losung: 7 Punkte
Die 2n-Ecke seien S = AiAz"'A2 und T = B B_*''B . In einem von
n 172 2n

ihnen, etwa in S, kommen nach Voraussetzung n blaue und n rote
Dreiecke vor. Von den Dreiecken in T seien b blau und r rot ge-

farbt.

i Es gilt der Satz: Ist die Quadratwurzel /; aus einer ganzen

Zahl x rational, so ist x eine Quadratzahl. Dies kann als bekann-
ter Sachverhalt zitiert oder z.B. so bewiesen werden: Ist yx rati-

onal, so gibt es ganze Zahlen u &2 0 und v > 0 mit Yx = % , also

vz'x = uz. Wdare x keine Quadratzahl, so stiinde auf der linken bzw.

rechten Seite dieser Gleichung das Produkt einer ungeraden bzw.
geraden Anzahl von Primfaktoren.
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Fir jedes k = 1,...,2n kann das 2n-Eck S ohne Anderung des Um-
laufssinnes so mit dem 2n-Eck T zur Deckung gebracht werden, daf
A1 mit Bk zur Deckung kommt. Dabei bezeichne jeweils X, die Anzahl
derjenigen unter den Dreiecken in S, die mit einem Dreieck glei-
cher Farbe zur Deckung kommen.

Insgesamt bei allen Stellungen von § fiir k = 1,...,2n kommt jedes
. der n blauen Dreiecke aus S genau b mal mit einem gleichf&rbigen

Dreieck zur Deckung und jedes der n roten Dreiecke aus S genau

r mal. Daher gilt X, o t X, = b'n + r'n , wegen b + r = 2n
also X, + o0 + X, = 2n .
Waren alle x. < n , so ware damit ein Widerspruch erreicht. Also

k
mufB mindestens ein X, 2 n sein, w.z.b.w.

331336 Losung: 7 Punkte

Fiir die Zahlen

(4 - Y18)", c_=a+ b (n=0,1,2,...)

n

a = (4 + Y18)", b

. 2
gilt a_ ., = an(4 + Y18)

a (34 + 8/18)

2 (4-(4 + /T8B) + 1) = 2-(4a,,, + &)

und entsprechend bm2 = 2-(4bm1 + bn) 9
also €z = 2-(4c ,, + c,) (n=0,1,2,...) . (1)
Hiermit und mit Cy = 2, c, = 8 wird nun bewiesen:

Alle c. sind ganze Zahlen; fir sie gilt:

Cox ist durch 2“’1, aber nicht durch Zk'z teilbar,
Coret ist durch Zk’g, aber nicht durch 2k‘4 teilbar (2)
(k = 0,1,2,...).

Erstens gilt (2) namlich fir k = 0. Wird zweitens vorausgesetzt,

daB (2) fiir ein k & 0 gilt, so folgt: Mit ungeraden Zahlen s,t ist
k+1 k+3

c, = s*2 v Coper = t2 , und nach (1) folgt
k+3 k+1 k+2
Copap = 2°(4t-2 *3 4 g2ty = 2"% (16t + 8)
Copen = 2°(4:2""%(16t4s) + £.2¥*%) = 2" (2(16t+s) + t) ,

also (2) fiir k+l1 statt k. Damit ist (2) durch vollstdndige Induk-

tion bewiesen.

—54 -
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Nun ist 4 < Y18 < 56 , also - 1 < 4 - y18 < 0 ; daraus folgt:
Fir n = 2k gilt 0 < bn <1, also
a < c, < a + 1, c.- 1 < a < c. [an] =c -1 ;

fir n = 2k+1 gilt - 1 < bn <1, also

a - 1 < c. < a , c_ < a, < cn+ 1, [an] =c .
Hieraus und aus (2) folgt: Die gréBte Zweierpotenz, die ein
Teiler der Zahl [(4 + ¢18)'1 = [an] ist, ist fiir gerades n die
Potenz 20 (d.h., [an] ist ungerade), fiir ungerades n = 2k+1
die Potenz 2**° ( = 2/"*%V/%2 ),
Vorschlédge zur Punktverteilung:
331334
Zuriickfithrung auf ganzzahlige Paare mit (4),(5) ...t vvvveenee. 4
Abzéhlen diesSer PaAre ... viiiit ittt nnenseeeonnnnonseessnnnes 2
6
331335
Kennzeichnung eines zum Ziel fiihrenden Beweisprinzips, z.B.
Betrachtung verschiedener méglicher Stellungen der 2n-Ecke
(Einfihrung der X, ) ceserscsessusassrseserserseransassessssese 3
Durchfiihrung der Herleitung der Existenz
eines K Mit X, & N tvviniintintoetineenoetononosnsneensneneenee 4
. 7
331336
Ubergang zur Betrachtung der S R R I I I IR
Aussagen (2) liber Zweierpotenzen in den Ch osevrrenensanssnnnens

SchluB auf die zu findenden
Aussagen lber Zweierpotenzen in den [an] s saveesinnsiense s



