32. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Landes-Olympiade)
Olympiadeklasse 9, 1.Tag

Hinweis:Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll
deutlich erkennbar in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen
dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem
Schulunterricht oder aus Arbeitsgemeinschaften bekannt ist, genliigt
es ohne Bewelsangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

320931

In einem Land gibt es nur zwei Sorten von Menschen: Edelmdnner und
Schurken. Jeder Edelmann macht nur wahre Aussagen, jeder Schurke
nur falsche Aussagen. Ein nicht aus diesem Land stammender Repor-
ter berichtet, er habe folgendes Gesprach dreier Einwohner A, B
und C dieses Landes gehort:

'

A sagt zu B: ,Wenn C ein Edelmann ist, dann bist du ein Schurke.'

C sagt zu A: ,Du bist von anderer Sorte als ich."

Kann ein solches Gesprach stattgefunden haben? Wenn das der Fall
ist, geht dann aus dem Gesprach fiir jeden der drei A, B, C eindeu-
tig hervor, ob er Edelmann oder Schurke ist, und zu welchen Sorten

gehdren dann A, B und C ?

320932
Wieviele Paare (x;y) natiirlicher Zahlen, fiir die
10x + y < 1993

gilt, gibt es insgesamt?

320933
Gegeben ist eine Gerade g und auf ihr drei Punkte A, B, C, in die-

ser Reihenfolge angeordnet.

(a) Ermitteln Sie in Abhéngigkeit von den Léngen a = AB , b = BC
den Radius eines Kreises k, der durch A und B geht und eine

durch C gehende Tangente besitzt, die auf g senkrecht steht!

(b) Beweisen Sie, daB es einen Kreis c um C gibt, auf dem alle Be-
riilhrungspunkte der Tangenten liegen, die von C an alle dieje-

nigen Kreise k gelegt werden, die durch A und B gehen!
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32. Mathematik-Olympiade

3. Stufe (Landes-Olympiade)
Olympiadeklasse 9, 2.Tag

320934

Ist p eine Primzahl, so sei Mp die Menge aller derjenigen Zah-
len z, die sich mit positiven ganzen Zahlen x und y in der Gestalt
z = x2 + p-y2 darstellen lassen. Beweisen Sie, daB fiir jede Prim-

zahl p die folgende Aussage (*) gilt!

Wenn eine Zahl z der Menge Mp angehort, dann gehort auch die
(*) Zahl z2 der Menge Mp an.

320935

Auf kariertem Papier (eingeteilt in quadra-
; > f tische Karos) ist ein Achteck ABCDEFGH wie
r 3 in Abb.A 320935 gezeichnet. Jemand will es

E in 2zwei kongruente Teilflachen zerschnei-

den, und zwar sollen sich diese Teilflachen

so miteinander zur Deckung bringen las-

A
[3)
o

sen, daf3 dabei A mit E zur Deckung kommt.

Die Schnittkurve soll ein zusammenhédngen-
der Streckenzug sein, der sich selbst nicht
iiberkreuzt und der nur aus Teilstrecken zu-
Abb.A 320935 sammmengesetzt ist, die auf dem karierten

Papier vorgegeben sind.

Beweisen Sie, daf es genau einen Streckenzug gibt, mit dem das

Achteck wie gewilinscht zerschnitten werden kann!

320936
a) Geben Sie drei ganze Zahlen x, y und z an, fur die
x>+ y% 4 2% - 4x + 12y - 14z - 57 = 0 (1)
gilt!

b) Ermitteln Sie die Anzahl aller derjenigen Tripel (x;y;z) gan-

zer Zahlen x, y, z, die die Gleichung (1) erfiillen!
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32. Mathematik-Olympiade, 3.Stufe
Losungen
Olympiadeklasse 9, 1.Tag

320931 Losung: 6 Punkte

I. Wenn ein solches Gesprach stattfinden konnte, dann folgt:
Wiare C ein Schurke, so widre seine Aussage falsch, also wdre A
ebenso wie C ein Schurke. Andererseits aber wédre in der von
A gemachten ,Wenn - dann'"-Aussage die Voraussetzung falsch, die
Aussage selbst also wahr; A miufte, da er eine wahre Aussage ge-
macht hidtte, ein Edelmann sein. Die Annahme, C wdre ein Schur-
ke, hat damit auf einen Widerspruch-gefiihrt; d.h., es folgt:

C ist ein Edelmann. (1)
Weiter folgt: Die Aussage von C ist wahr, somit ist
A ein Schurke. (2)

Also ist die Aussage von A falsch. Das ist, weil darin die Vor-
aussetzung wahr ist, nur so méglich, daf die Behauptung darin
falsch ist; d.h., es folgt:

B ist ein Edelmann. (3)

II.Wenn A ein Schurke ist und B und C Edelmanner sind, so ist die
Aussage von A falsch (da in ihr die Voraussetzung wahr und die
Behauptung falsch ist), A kann seine Aussage also gemacht ha-
ben. Ferner ist die Aussage von C wahr (da C und A von ver-
schiedenen Sorten sind), also kann auch C seine Aussage gemacht
haben.

Mit II. ist gezeigt, daB das Gesprach stattgefunden haben kann;
nach I. geht aus ihm eindeutig hervor, daf A, B und C zu den

in (2), (3) bzw. (1) genannten Sorten gehdren.

320932 Losung: 7 _Punkte

Ist x =0, so gilt fur natlirliche Zahlen y genau dann
10x + y < 1993 , d.h. y < 1993 , wenn y eine der 1993 Zahlen
0,1,...,1992 ist.

Ist x =1, so gilt fir natiirliche Zahlen y genau dann
10x + y < 1993 , d.h. y < 1983 , wenn y eine der 1983 Zahlen
0,1,...,1982 ist.

Ist x = 199 , so gilt fir natirliche Zahlen y genau dann
10x + y < 1993 , d.h. y < 3 , wenn y eine der 3 Zahlen 0,1,2
ist.

Ist x & 200 , so gilt 10x + y & 2000 fir jede natiirliche Zahl y;
fiir keine natiirliche Zahl y gilt daher 10x + y < 1993 .

Die gesuchte Anzahl aller Paare (x;y) natiirlicher Zahlen, fir die
10x + y < 1993 gilt, ist folglich 1993 + 1983 + --- + 3 .

Diese Summe kann (entweder mit einer als bekannt zitierten Formel
oder) z.B. folgendermafen ermittelt werden: Durch Addition von

3 + 13 + --- + 1993
entsteht das Zweifache der gesuchten Summe. Da die aus 200 Summan-
den gebildete Summe 1996 + 1996 + --- + 1996

entsteht, betrdgt die gesuchte Anzahl 100:1996 = 199600.
-10 -
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320933 Losung:

7 Punkte
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Abb.L 320933 a

Abb.L 320933 b

Ist M der Mittelpunkt eines genannten Kreises k, ferner P der
Beriihrungspunkt der genannten Tangente, und ist D der Mittel-
punkt von AB (Abb.L 320933 a), so gilt MP + PC (Radius zum Be-

rithrungspunkt und Tangente), MD + DC (Seitenhalbierende MD im

gleichschenkligen Dreieck ABM ist zugleich Hohe) sowie nach

Voraussetzung DC i+ CP. Daher ist DCPM ein Rechteck, und der

gesuchte Radius betragt

WP = DC = + g
MP = DC = 5 AB + BC = 3 + b

Ist P der Beriihrungspunkt einer Tangente, die von C an einen

durch A und B gehenden Kreis k gelegt wird (Abb.L 320933 b),
2
(1)

so gilt CP = CA-CB .
Dies kann als bekannter Sachverhalt (Sekanten-Tangenten-
Nach dem Satz vom

satz) =zitiert oder so bewiesen werden:

Sehnen-Tangentenwinkel ist 4 CPB = 4 PAB [auch so zu bewei-
k und den Mittelpunkt

sen: Fiir den Mittelpunkt M von
2 CPB = 90° - % BPM = & PME = % A PMB = & PAB

E von BC gilt
(Zentri-Peripheriewinkelsatz)]. Daraus und aus dem gemeinsamen

Innenwinkel bei C folgt A CPB ~ & CAP , also CP CB =CA : CP

und damit (1).

Nach (1) liegt P auf dem Kreis c um C mit dem Radius R

= Y CA-CB = Y(a+b)'b . Damit ist der verlangte Beweis gefiihrt.
-1 -
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In anderer Loésungsmdglichkeit kann man dies auch, ohne Satze
iiber Winkel am Kreis heranzuziehen, durch mehrmalige Anwendung
des Satzes von Pythagoras erhalten: Das Lot von M auf AB hal-

biert AB und hat, wenn r der Radius von k ist, die Léange

2 2 2
rz - %— . Damit folgt weiter MC 2 - rz— %- + (% + b)
= r2 + ab + b2 und hieraus wegen MP L CP schlieflich CcP 2
=MC % - r’ = (a+b)'b .
Punktverteilungsvorschlége
320931
Herleitung einer der drei Aussagen (1),(2),(3) ..., 3
Herleitung der beiden anderen AuSSagen .......ceoeeeeuess e 2

Bestatigung, daB unter Voraussetzung

von (1),(2),(3) das Gesprach méglich war ......... e aE s s 1

320932
Ersichtlich ausreichendes Vorgehen zur Ermittlung

der Anzahl, z.B. Ausschlieflen von x & 200 und

Anzahlen moglicher y fir x = 0,...,199 ... ... i, 4
AbschlieBende Ermittlung der Gesamtzahl, z.B. durch

Summation einer zuvor erhaltenen arithmetischen Reihe ...... 3

7

320933
a) Vorbereitende Schlisse, z.B. (nach Definition

von M,P,D): DCPM ist ein Rechteck .......c.iiiiiiriiiivinee. 2

AbschlieBende Ermittlung des Radius ...t ievviinnneansos S |

b) Herleitung von CP = yY{(a+b)b (durch Zitat oder Beweis
bendtigter Sdtze oder mehrmalige Anwendung des

Satzes von Pythagoras) ....iiiiitiitinitesanriioines sxamn s

—12 -
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32. Mathematik-Olympiade, 3.Stufe
Losungen
Olympiadeklasse 9, 2.Tag

320934 LOsung: 6 Punkte

Wenn z der Menge Mp angehdrt, also mit positiven ganzen Zahlen x

und y in der Gestalt z = x2 + p-y2 darstellbar ist, so folgt

2 2 2512 4 2 2 2 4
z° = (x" + py") x 4+ 2pxy" + Py

n

4 2 2 2 4 2 2

X - 2pxy + Py + 4px’y
2 2\2 2

(x° - py")° + pel2xy)” .

Setzt man u = Ixz - p-yzl , V. = 2Xy , so gilt also

2 2 2
z- = u + p'v . (1)
Dabei sind u und v ganze Zahlen; es gilt ue 0 , wegen x > 0 ,

y > 0 ferner v >0 . (2)

Ware u = 0 , so folgte xz = p-y2 ; diese Gleichung filihrt auf einen
Widerspruch,, da der Primfaktor p auf der linken Seite in gerader,
auf der rechten Seite in ungerader Anzahl vorkame. Also ist auch

u >0 . (3)
Wegen (1),(3),(2) gehért z° der Menge M an, w.z.b.w.

320935 LOsung: 7 _Punkte
I. Wenn es eine solche Schnittméglichkeit gibt, so folgt:

Es gibt eine Bewegung f, bei der eine Teilflédche mit der ande-
ren zur Deckung gebracht wird und A mit E zur Deckung kommt.
Die Teilflachen, denen A bzw. E angehdoren, seien kurz Teilfla-
che 1 bzw. 2 genannt.

Da die Randkurven der Teilflachen stets nur nach ganzzahli-
gen Vielfachen von Karo-Randstrecken die Richtung wechseln
konnen, mufl bei f das im Achteck liegende Karo, das A als
Ecke hat, insgesamt mit dem im Achteck liegenden Karo, das E
als Ecke hat, zur Deckung kommen. Insbesondere muf3 die Karo-
Randstrecke, die von A aus nach oben geht, als Bild bei f eine
der beiden von E nach unten oder links ausgehenden Karo-Rand-
strecken haben.

Ware diese Bildstrecke die von E aus nach unten gehende Karo-
Randstrecke, so ware die Bewegung f (durch Angabe der Bilder
des Punktes A, des genannten Karos und der genannten Rand-
strecke) eindeutig bestimmt (namlich die Drehu%g um den Mit-
telpunkt der Strecke AE mit dem Drehwinkel 180 ). Bei dieser
Bewegung aber ist sowohl das Bild als auch das Urbild des
Punktes F (ein- und derselbe Punkt, und zwar) auferhalb des
Achtecks gelegen; also kdnnte F zu keiner der beiden Teilfla-
chen gehdren.

Die genannte Bildstrecke muB daher die von E aus nach 1links
gehende Karo-Randstrecke sein. Wieder ist die Bewegung f ein-
deutig bestimmt (z.B. zu erhalten durch Spiegelung an GB und
anschlieBende Verschiebung um zwei Karos nach rechts).

-27-
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II.

Wirde nun der Rand der Teilflache 1, von A aus nach oben be-
ginnend durchlaufen, in einem Punkt zwischen A und H die Rich-
tung wechseln und in das Innere des Achtecks hineingehen, so
ware dasselbe fiir das Bild der Randkurve zwischen E und F der
Fall. Die Schnittkurve wiirde also von einem Punkt zwischen A
und H bis zu einem Punkt zwischen E und F durch das Innere des
Achtecks verlaufen. Damit folgt der Widerspruch, da3 A und E
derselben Teilfl&ache angehdren wiirden.

F K

m

Abb.L 320935

Also enthalt der Rand von Teilfldche 1 die gesamte Strecke
AH; 2zur Teilflache 1 gehdren die an diese Strecke angrenzen-
den Karos des Achtecks und damit als weiteres Randstilick die
Strecke HG. Zum Rand von Teilfldche 2 gehdren folglich die
Bildstrecken von AH und HG, n&mlich die in Abb.L 320935 ge-
zeigten Strecken AK und KL. Damit aber gehdrt KL auch zum Rand
von Teilfldche 1. Dieser Rand mufl also G mit KL verbinden;
das ist (wieder, weil A und E nicht derselben Teilflache ange-
héren, nicht durch das Innere des Achtecks, sondern) nur tlber
die Strecken GF und FK mdéglich.

Damit ist der Streckenzug AHGFKL als Randteil von Teilflache 1
nachgewiesen. Sein Bild EKLMNO muf zum Rand von Teilfléche 2
gehdoren. Also setzt sich der Rand von 1 fort mit LMNO, der
Rand von 2 mit dem Bild OPQR. In dieser Weise weiterschlieflend
erhdlt man die Fortsetzungen RSTU und UVWX. Beim nédchsten
Fortsetzungsschritt fiihrt bereits der Ubergang von UVW =zum
Bild XYZ auf einen Randpunkt des Achtecks.

Also kann nur der Streckenzug KLMNOPQRSTUVWXYZ eine Schnitt-
kurve sein, die den Bedingungen der Aufgabe genlgt.

Diese Schnittkurve erfillt alle Bedingungen der Aufgabe: Sie
ist zusammenhiangend, nur aus Teilstrecken zusammengesetzt, die
auf dem karierten Papier vorgegeben sind, sie hat keine Uber-
kreuzungen, und die in I. genannte Bewegung f bringt die linke
Teilflache mit der rechten zur Deckung sowie speziell A mit E.

-8 -
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Hinweis zur Korrektur: Die Darstellung von Beweisschritten kann
auch in weniger verbaler und mehr anschaulicher Darstellung (z.B.
w ... verlduft wie in Abb. ... ") akzeptiert werden.

Jedoch ist zu priifen, ob - vermeintlich anschauliche - ,Schliisse"
in Wirklichkeit Fidlle unbeachtet lassen. Fiir einen solchen Schritt
sollte der volle Punkt-Anteil nicht gegeben werden. (War er zum
Ansatz des Schiilers sogar wesentlich, so verbleibt fir weitere,
aber unwesentliche Schritte nur ein entsprechend kleiner Punkt-
Anteil.)

320936 Losung: 7 _Punkte
a) Beispielsweise fiir x = -2, y = 3, z = 0 gilt
x2 + y2 + z2 - 4x + 12y - 14z - 57
= 4 +9 +0 +8 +36 - 0 -57-=0 ,
also (1).

b) Die Gleichung (1) ist &dquivalent zu
(x-2)% + (y+6)% + (2-7)2 z

=224+ 6%+ 7%+ 57 = 146 .

Also ist die Anzahl der Tripel (x;¥;2) ganzer Zahlen, die
(1) erfillen, gleich der Anzahl der Tripel (a;b;c) ganzer Zah-
len, die die Gleichung

a® + b% + ¢ = 146 (2)
erfiillen. Um diese Anzahl zu ermitteln, kann man feststellen:
Ist fir ganze Zahlen a, b, c eine der Zahlen lal, Ibl, lcl grs-

Ber als 12, so kann (2) wegen az + b2 + c2 = 132 > 146 nicht

erfiillt werden. Ferner gibt es bis auf die Reihenfolge genau
die folgenden M&glichkeiten, die Zahl 146 als Summe aus drei
Summanden darzustellen, von denen jeder eine der Quadratzahlen
0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144 ist:

146 = 144 + 1 + 1 (3)
=121 + 25 + O (4)
= 121 + 16 + 9 (5)
= 81 + 64 + 1 (6)
= 81 + 49 + 16 . (7)

Sind in einer dieser Darstellungen die drei Summanden verschie-
den, so gibt es genau 6 mdgliche Reihenfolgen fur sie; sind ge-
nau zwei der drei Summanden einander gleich, so gibt es genau 3
mogliche Reihenfolgen fiir sie. Ferner gibt es zu jeder von Null
verschiedenen Quadratzahl az, b2 oder cz genau 2 Moéglichkeiten
flir a, b bzw. c; dagegen fiir die Quadratzahl Null genau 1 Mdg-
lichkeit. Daher fiihrt

die Zerlegung (3) zu genau 3-2°2-2 = 24 Tripeln (a;b;c),
” " (4) ” " 6'2'2'1 = 24 " ” s
Jjede der 3 Zerlegungen

(5),(6),(7) zu je " 6-2+2-2 = 48 " "

Also betridgt die gesuchte Anzahl 2-24 + 3-48 = 192.

Bemerkung: Natiirlich kann auch erst b) geldst werden; zu a) kann
irgend eines der 192 Tripel (x;y;z) angegeben und [durch Berufung
auf b) oder unabhidngig hiervon durch Probe] bestdtigt werden.

-29-
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Punktverteilungsvorschlage

320934
. 2 2,2
Rechnerische Darstellung von (x + pYy )
in der Gestalt u2 + pv R
Nachweis, daB darin u und v positiv ganzzahlig sind:
Nachweis fur u > O A S S e e

Weitere Nachweise: u,v ganzzahlig, v > 0 ...y

320935
Anfangsschritte zur Herleitung der Schnittkurve,

[je nach Ansatz z.B.:

Die Bewegung muf3 (die genannte) Gleitspiegelung sein;

die Schnittkurve kann nicht zwischen A und H beginnen,

sie muB mit der Strecke KL beginnen].

Bei ersichtlich ausreichender

Schliissigkeit solcher Schritte .........

Ermittlung des weiteren Verlaufs der Schnittkurve ........0000
Bestdtigung aller geforderten Eigenschaften

[kann auch aus der vorangehenden Darstellung genligend

ersichtlich sein; dann den Punkt dort mit vergeben] ........

320936
a) Angabe eines Tripels und Bestdtigung von (1) hierfir .......
b) Nachweis, daB (1) nur von endlich vielen Tripeln
ganzer Zahlen erfillt werden kann, z.B. durch Uberfih-
rung in (2) und Widerlegung von lal,Ibl,lcl > 12 .. ... ..
Ermittlung der gesuchten Anzahl, z.B. in den Schritten:
Aufzéhlung aller Tripel (lal,Ibl,lcl)
mit (2) und lalzlblzlcl .....
Diskussion von Anzahlen, abhéngig

von Ibl=lcl oder Ibl#lcl sowie von lcl=0 oder #0 ...._2
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