32. Mathematik-Olympiade
2. Stufe
Aufgaben

Olympiadeklasse 8

Hinweis:Der Lésungsweg mit Begriindungen, Nebenrechnungen und (bei
Konstruktionsaufgaben) Hilfslinien soll deutlich erkennbar in
logisch und grammatisch einwandfreien Sédtzen dargestellt werden.
Zur Lésungsgewinnung herangezogene Aussagen sind zu beweisen. Nur
wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder
aus Arbeitsgemeinschaften bekannt ist, genilgt es ohne Beweis-
angabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Die Nutzung eines Taschenrechners ist zwar gestattet, doch sind
die Aufgaben so gefaBt, daB der Taschenrechner keinen wesentlichen
Lésungsschritt erschliefSt. Auch bleibt die Angabe von Begriindungen
erforderlich, z.B. zum Rechenweg und zur Rechengenauigkeit.

320821

Herr Schulz, der in diesem Jahrhundert geboren wurde, stellt fest,
daBl er an seinem Geburtstag im Jahr 1992 ein Lebensalter erreicht,
das (in Jahren gerechnet) gleich dem Vierfachen der Quersumme der
Jahreszahl seines Geburtsjahres ist.

Untersuche, ob es genau ein Jahr gibt, mit dem als Geburtsjahr die
Feststellung von Herrn Schulz zutrifft! Ist das der Fall, so nenne
diese Jahreszahl!

320822

Auf einer Kreislinie k um einen Punkt M seien drei Punkte A,B,C so
gelegen, daB MA L MB sowie BC = MB gilt und daB sich die Strecken
AC und MB in einem Punkt S schneiden.

Untersuche, ob durch diese Voraussetzungen die GréBe des Winkels
4 BSC eindeutig bestimmt ist! Wenn das der Fall ist, dann gib die-

se Grofle an!

320823

Es sei ABCD ein Tangentenviereck, sein Umfang sei u, der Radius
seines Inkreises sei r.

Zeige, daB bereits durch die alleinige Vorgabe von u und r der
Fldcheninhalt von ABCD eindeutig bestimmt ist; ermittle diesen
Fldcheninhalt in Abh#éngigkeit von u und r !

Hinweis: Ein Viereck ABCD ist genau dann ein Tangentenviereck,
wenn es einen Kreis enth#lt, der jede Seite von ABCD in einem
Punkt zwischen den Endpunkten dieser Seite beriihrt. Dieser Kreis
heift dann der Inkreis von ABCD.

320824

In der linken Waagschale einer gleicharmigen Waage stehen drei
Kerzen, in der rechten steht eine Kerze. Die vier Kerzen sind so
beschaffen, daB jede von ihnen widhrend je einer Stunde Brenndauer
die gleiche Masse verliert wie jede andere von ihnen. Jede der
drei linken Kerzen wiirde zum vollstdndigen Herunterbrennen 9 Stun-
den brauchen, die rechte Kerze 12 Stunden.

Die vier Kerzen werden gleichzeitig angeziindet. Wie lange danach
ist die Waage erstmals im Gleichgewicht?
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32. Mathematik-Olympiade

2. Stufe
Lésungen
Olympiadeklasse 8
320821 Lésung: 11 Punkte

Ist a die Einer- und b die Zehnerziffer der Jahreszahl eines Jah-
res aus diesem Jahrhundert, so sind a und b natiirliche Zahlen mit
0$as9 und 0Sbs9 , die Jahreszahl lautet 1900 + 10b + a ,
ihre Quersumme betrdgt 1 + 9 + b + a . Ist ein solches Jahr das
Geburtsjahr von Herrn Schulz, so erreicht er im Jahr 1992 ein Le-
bensalter von 1992 - (1900 + 10b + a) Jahren.
Wenn die Feststellung von Herrn Schulz zutrifft, gilt daher

1992 - (1900 + 10b + a) 4« (1 +9 +b+a).
Hieraus folgt 92 - 10b - a 40 + 4b + 4a

52 - 14b 5a .

Ware b 2 4 , so folgte 5a S 52 - 14-4 < 0 im Widerspruch zu a & 0.
Wire b = O oder b =1 oder b = 2 , so folgte 5a = 52 bzw., 5a = 38
bzw. 5a = 24 , was durch natiirliche Zahlen a nicht erfiillbar ist.
Also kann nur b = 3 sein, wonach 5a = 10 , also a = 2 folgt. Daher
kann die Feststellung nur mit 1932 als Geburtsjahr zutreffen.
Sie trifft hiermit in der Tat zu; denn die Quersumme von 1932 ist
1 +49 + 3+ 2 =15, und das im Jahr 1992 erreichte Lebensalter be-
triagt 1992 - 1932 = 60 = 4-15 .
Alsoc gibt es genau ein Jahr, mit dem die Feststellung zutrifft; es
ist das Jahr 1932.

320822 Losung: 10 Punkte
Als Radien von k haben MB und MC einander gleiche Lénge; hiernach

und wegen BC = MB ist Dreieck MBC gleichseitig, also gilt % BMC
= 60°. Daraus und aus MA & MB folgt'!' ¥ AMC = 60°+ 90° = 150°.

Daher und weil Dreieck MAC mit MA = MC

A gleichschenklig ist, folgt aus dem

=] Basis- und dem Innenwinkelsatz
T MAC = % MCA = 3(180°- % AMC)

o

= 2(180°- 150°) = 15°.

Aus MA 1+ MB und nochmals dem Innen-

winkelsatz, auf Dreieck MAS angewandt,
folgt damit
Z MSA = 90°- X MAC = 75°.

SchlieBlich ergibt sich nach dem
Scheitelwinkelsatz, daB auch
i BSC = 75°

gilt. Diese WinkelgrdBe ist damit
durch die Voraussetzungen eindeutig
bestimmt.

Abb.L 320822

1) FuPnote ndchste Seite!
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L.8 5.2
320823 L¥sung: 8 Punkte

Abb.L 320823
Nach Voraussetzung beriihrt ein Kreis k die Seiten AB,BC,CD,DA in
Punkten P,Q,R bzw. S. Ist M der Mittelpunkt von k, so ist jeweils
MP,MQ,MR bzw. MS senkrecht auf AB,BC,CD bzw. DA.

Mit r = MP

ﬁa = MR = MS ist folglich jeweils %-Xﬁ'r, %'Eﬁ'r,
%'Eﬁ'r bzw.

%-DA-r der Flacheninhalt von ABM, BCM, CDM bzw. DAM.
Daraus folgt®': Der Flécheninhalt F von ABCD betrdgt
1 — 1 = 1 — 1 —
F = E'AB'r + E'BC r + -Z-‘CD r + E'DA r
= %'(Kﬁ + BC + CD + DA)'r = %-u-r

und ist so durch u und r eindeutig bestimmt.

1)Hinweis zur Korrektur: Hier wird herangezogen, daB A und C
(wegen der Voraussetzung iiber das Schneiden von AC und MB) auf
verschiedenen Seiten der Geraden durch M,B liegen. Es kann ak-
zeptiert werden, wenn ohne explizite Erwidhnung dieses Sachver-
halts die M8glichkeit des obigen Schlusses vom Schiiler bemerkt
wurde, z.B. nach einer Skizze, die die Lageverhdltnisse zutref-
fend wiedergibt.

2)}Shnlich wie bei der vorigen FuBnote wird eine explizite Angabe
von Lageaussagen, mit denen sich ABCD als zusammengesetzt aus
ABM, BCM, CDM, DAM ergibt, nicht vom Schiiler verlangt.
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L.8 S.3

320824 1L,8sung: : 11Punkte
Es sei m die Masse, die jede der vier Kerzen wahrend einer Stunde
Brenndauer verliert. Dann hat jede der drei linken Kerzen die
Masse 9m, und die rechte Kerze hat die Masse 12m. Nach x Stunden
Brenndauer befindet sich folglich, solange x S 9 bleibt, auf der
linken bzw. auf der rechten Waagschale die Masse 3°(9 - x)m bzw.
die Masse (12 - x)m.
Hiermit ergibt sich genau dann Gleichgewicht, wenn

3:(9 - x) = 12 - x
gilt. Das ist der Reihe nach dguivalent mit

27 - 3x =12 - x
2x = 15 ,
X = 7% .

Also ist die Waage erstmals 7% stunden nach dem Angiinden der vier
Kerzen im Gleichgewicht.

Vorschlidge zur Punktverteilung:

320821
Nutzung der Bedingung Alter = 4-Quersumme,
z.B., zum Herleiten einer Gleichung ..sveverecesrcrcvrronnns 4

Ermitteln der Ldsung in ganzzahligen Werten 0 & a,b 59 ,
damit Ermittlung der gesuchten Jahreszahl «.cvovevserseassces D

Probe (auf die Textforderung oder auf Erfiillltsein einer
Gleichung, falls diese als #dquivalent hierzu erkannt war) ..

11
320822
Herleitg.einer ersten nutzbaren Beziehung,z.B. % AMC = 150° .. 4
e t weiteren o b oM % MAC = 15° ... 3
" des Ergebnisses 2 BSC = 75° sevevveannosossnnoonanane 3
10
320823
Nutzung des Senkrechtseins Tangente zu RAdius ¢svesnsossacssoss 4
Addition der Fliacheninhalte; damit Ergebnis ..................._%_
320824
Nutzung der Gleichgewichtsforderung, z.B. unter Einfiih-
rung passender Variabler als Gewinnen einer Gleichung ...... &
Herleitung des Ergebnisses, im Beispiel
vermittels Auflésen der Gleichung .........................._T%_
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