L 7;1 S.1
32. Mathematik-Olympiade, 3.5tufe
Losungen
Olympiadeklasse 7, 1.Tag

320731 Losung: 6 Punkte

Jede mégliche Verteilung ist bereits durch die Anzahlen der in A
befindlichen Kugeln eindeutig festgelegt.

a) Fir diese Anzahlen gibt es genau die Mdéglichkeiten der folgen-
den Tabelle:

Verteilung Nr. 1 2 3 4 £5) 6
rot 0 1 1 2 2 3
gelb 2 1 2 0 il 0
blau 1 1 0 1 0 0

Das sind insgesamt 6 Verteilungen.

b) Jede nun zu ermittelnde Verteilung kann erhalten werden, indem
man jeweils bei einer Verteilung aus a) feststellt, welche Num-
mern die Kugeln tragen kdnnen:

Verteilung Nr.l1 fiihrt so zu genau ............. 1 Verteilung,
da in A bereits die einzige blaue Kugel
und alle gelben Kugeln liegen miissen.

Bei Verteilung Nr.2 kann jede der vier roten
und Jjede der zwei gelben Kugeln in A
liegen. Das fithrt zu genau 42 = ........ ... 8 Verteilungen.

Bei Verteilung Nr.3 miissen in A alle gelben
Kugeln sein, jede der vier roten Kugeln
kann in A liegen; das ergibt genau ......... 4 Verteilungen.

Bei Verteilung Nr.4 1liegt in A die einzige
blaue Kugel, filir die Nummern der roten
Kugeln gibt es genau die Mdglichkeiten
(1;2),(1;3),(1;4),(2;3),(2;4),(3;4): ....... B Verteilungen.

Verteilung Nr.5: In A kann jede dieser sechs
Zusammenstellungen roter Kugeln und jede
der zwei gelben Kugeln liegen; das fiihrt
auf genau 622 = ...ttt it . 12 Verteilungen.

Verteilung Nr.6: Fiir die Kugeln in A ist ge-
nau eine der vier roten Kugeln wegzulas-
sen; somit gibt es hierfiir genau ....... ++.. 4 Verteilungen.

Das sind insgesamt 1+8+4+64+12+4 = 35 Verteilungen.

320732 Loésung: 7 Punkte

In den Dreiecken BCS bzw. DAS seien e bzw. f die Langen der Seiten
BS bzw. DS, 'und h bzw. k seien die Li#ngen der auf diesen Seiten
senkrechten Hohen (siehe Abb.L 320732).

Dann sind k und h auch in den Dreiecken ABS bzw. CDS die Langen
der zu den Seiten BS bzw. DS senkrechten Hdhen.

Also sind die vorausgesetzten Flécheninhalte bzw. der gesuchte
Flacheninhalt ;
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Abb.L 320732

955 = 1000 en’, LE = 800 en®,
E%b = 1200 cm , iéh = F
Daraus folgt f:e = 800:1000 = 4:5 ,
f=53
d.h., durch die Voraussetzungen ist eindeutig bestimmt
F=2eh o 2.4900 cn® = 960 cm®.

320733 Losung:

Abb.L 320733

<2 75

a)

7 Punkte
Aus der Lage von P,Q,R auf den ge-

nannten Verlidngerungen und aus den

Voraussetzungen
AB = BC = CA , (1)
BP = CQ = AR (2)
folgt auch
AP = BQ = CR . (3)

Die Innenwinkel im gleichseitigen
Dreieck ABC betragen 600, fir ihre
Nebenwinkel gilt daher

4 PAR = 4 QBP = & RCQ = 120°.  (4)
Aus (2), (3), (4) folgt nach dem

'Kongruenzsatz sws

A APR = A BQP = A CRQ
und damit RP = PQ = aﬁ ; W.Z.b.w.

L =



L 7;1I S.3

b) Im gleichseitigen Dreieck ABC ist der Umkreismittelpunkt M zu-
gleich Inkreismittelpunkt, d.h., AM, BM und CM halbieren die

Innenwinkel des Dreiecksj), also gilt

4 MAP = 4 MBQ = 4 MCR = 30

Daraus und aus (4) ergibt sichZ)

A MAR = & MBP = & MCQ = 150°. (5)

Aus (2),(5) und MA = MB = MC (Radien des Umkreises) folgt

nach dem Kongruenzsatz sws

A MAR = A MBP = A MCR

und damit die Behauptung MR = MP = MQ

Zweiter Ldsungsweg: Durch eine Drehung der Ebene um den Punkt M

als Drehzentrum kann A in B und zugleich B in C sowie C in A iber-
gefithrt werden, da MA, MB, MC als Radien des Umkreises einander
gleichlang sind und da sie den Vollwinkel um M in drei einander
gleichgroBe Teilwinkel =zerlegen [Kongruenzsatz sss, mit diesen

Radien und (1) auf die Dreiecke ABM, BCM, CAM angewandt].

Da bei Drehungen die Eigenschaften der Lage von P,Q,R auf den Ver-
langerungen und der dabei vorausgesetzten Absténde erhalten blei-
ben, geht bei dieser Drehung P in @, @ in R und R in P lber. Damit
erbringen die weiteren - ebenfalls als bekannter Sachverhalt
heranzuziehenden - Drehungseigenschaften MP = M@ = MR [Gleich-
heit jeweils des Abstandes Dfehzéntrum—Urbildpunkt mit dem Abstand
Drehzentrum-Bildpunkt] sowie PQ = QR = RP [Gleichheit der Abstén-—
de Urbildpunkt-Bildpunkt jeweils fiir alle Urbildpunkte einheit-~

licher Entfernung zum Drehzentrum] die Behauptungen b) bzw. a).

1) : .
Dies kann auch mit Kongruenzsatz sss aus den Voraussetzungen

AB = BC = CA g AM = BM = CM erhalten werden.

2)Hier wird verwendet, daB M auf derselben Seite der Geraden durch
A,B liegt wie C, also nicht auf derselben Seite wie R (da nach
Voraussetzung C und R auf verschiedenen Seiten dieser Geraden
liegen). Die Angabe solcher Lagebetrachtungen wird nicht vom

Schiiler verlangt.



320731

a) Anzahl der Verteilungen [z.B.

Punktverteilungsvorschlége

durch Aufzahlungl] ........

b) Anzahl der Verteilungen

[z.B.

ermittelt

ermittelt

durch Diskussion der Fortsetzungen zu a)l

320732

Vorbereitende Relationen,

Ermittlung von F

320733

Vorbereitende Aussagen, z.B.:

Herleitung zu a)

Herleitung zu b)

z.B.,

Flachenformeln,

APR = BQP = CRQ

oder: Drehung ergibt P — Q@ — R ..

4|wa
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32, Mathematik-Olympiade, 3.Stufe
Lisungen
Olympiadeklasse 7, 2.Tag

320734 Loésung: 6 Punkte
Eine natiirliche Zahl n hat genau dann eine durch 9 teilbare Quer-
summe, wenn n selbst durch 9 teilbar ist. Ferner ist n wegen der
Teilerfremdheit von 5 und 9 genau dann durch 5 und 9 teilbar, wenn
n durch 45 teilbar, d.h. mit einer natilirlichen Zahl k von der Form
n = 45k ist.

Wegen 45- 2222 = 99990, 45- 2223 = 100035
sowie 45-22222 = 999990, 45-22223 = 1000035
sind die Zahlen 45¢<k mit natiirlichen k genau fiir

k = 2223 ,..., 22222

sechsstellig. Da dies 22222-2222 = 20000 Werte k sind, ist damit
die gesuchte Anzahl 20000 ermittelt.

320735 Losung: 7 Punkte

Abb.L 320735

Im Dreieck ABC seien o bzw. B die Grofen der Innenwinkel bei A
bzw. B. Das Dreieck ACD ist mit AD = AC gleichschenklig, nach dem

Basiswinkelsatz und dem Aufenwinkelsatz gilt daher

£ ACD = 3 ADC = 5
Ebenso folgt
4 BCE = 4 BEC = g R

Folglich ist
—_29_



L 7;II s.2

ADCE=AACB+AACD+ABCE=32°+°“2‘—5

Nach dem Innenwinkelsatz filir Dreieck ABC ist aber
a+B = 180° - 32° = 148° ,

Damit ist gezeigt, daB durch die Voraussetzungen die WinkelgroBe

<
£ DCE = 32° + 148 = 32° 4 74° = 106°
eindeutig bestimmt ist.
320736 Losung: 7 Punkte

Wenn das Volumen des Beckens x Kubikmeter betragt, so folgt aus
den Angaben: In Jjeder Minute stromen aus der gedffneten ersten
Leitung T%B Kubikmeter, aus der zweiten ( T%B + 50 ) Kubikmeter.

Das Volumen des Beckens, das durch beide Leitungen in 48 Minuten

gefiillt wird, betrégt daher 48-( S+ (25 ¢ 50 )) Kubikmeter.
Also muf3s die Gleichung
X
48 ( 2 - 135 * 50 ) = x (1)
gelten. Aus (1) folgt durch Multiplikation mit 5
18- 10x

120 + 48-250 = 5x ,

4x + 12000 = b5x ,
x = 12000 .
Somit ist durch die Angaben eindeutig bestimmt: Das Volumen des

Beckens betragt 12000 Kubikmeter.

Bemerkungen zur Korrektur: 1.Da der Aufgabentext nur die Eindeu-
tigkeit, aber nicht die Existenz eines Volumens (Vertriglichkeit
der gegebenen Angaben miteinander und mit einer Volumenangabe)
nachzuweisen verlangt, erfordert er keine Probe. Sicherheitshalber
mag sie zweckmidfig sein, in der (Teil-)Punktanforderung hat sie
aber nicht aufzutreten. [Sie kann als Probe zur Gleichung (1) oder
anschaulich-inhaltlich etwa so verlaufen: Durch die erste Leitung

strémen je Minute 12000:120 m° = 100 m°, durch die zweite also
(100+50) m° = 150 m>; und daher fiillen in der Tat beide Leitungen

in 48 Minuten das Volumen 48-(100+150) m° = 12000 m°.] .

Zur L&sung wiirde es nicht ausreichen, das Volumen 12000 m allein
durch Bestidtigung von Ubereinstimmungen der eben ausgefiihrten Art
als erwiesen zu betrachten; denn auf diesem Wege ergibt sich nicht
die geforderte Aussage zur Eindeutigkeit.

2. Der hier vermittels Gleichungsldsen beschriebene L&sungsweg
kann auch insgesamt mehr in Gestalt anschaulich-inhaltlicher
Schliisse dargestellt werden. Die eben genannte Anforderung an das
logische Vorgehen (SchluB von den gegebenen Angaben auf das Volu-
men, nicht umgekehrt) gilt auch zu einer solchen Darstellung.
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Punktverteilungsvorschlige

320734
Vorbereitungsschritt, z.B. Teilbarkeit dufrch 45
Schluf3 auf die Anzahl ........... 368 R B 66 E R E IEEEE E

320735

Winkel «/2 bzw. B/2 bei D,C bzw. bei E,C ....... 5
Grofle von A DCE . i vt i i nnnoonnnnoons 5 -F Ak AR A7 BB
320736

{{bergang zu einer Gleichung, etwa (1),

oder (bei anschaulich-inhaltlichem

Vorgehen) verwendbare SchluBfolgerungen ..........

Lésen der Gleichung bzw. (sonstiges

Vorgehen) abschlieBende Volumenermittlung .........

--------------

14)]
a



