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a) Geben Sie eine naturllche Zahl n an, fiir' die (im dekadischen
. Positionssystem) die Bedingung erfiillt ist, daB sowohl die
Quersumme von n als auch die Quersumme von n+l durch 10 teilbar
sind! Uberpriifen Sie, daB die von Ihnen angegebene Zahl diese
Bedingung erfiillt!

-b) Geben Sie die kleinste natiirliche Zahl an, die die in a) ge-

nannte Bedingung erfiillt! Beweisen Sie fiir die von Ihnen ange-
. gebene Zahl, daB. es sich um die kleinste Zahl mit dieser Bedin-
gung handelt!
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Gegeben seien zwei belleb1ge, voneinander, verschiedene Punkte A
und B. Konstruieren Sie nur mit dem Zirkel einen von A und B ver-
schiedenen Punkt C, fiir den 4 ABC ein rechter Winkel ist!
Beschreiben Sie Ihre Konstruktion! Beweisen Sie: Wenn ein Punkt C
nach TIhrer Beschrelbung konstruiert wird, dann ist 4 ABC ein
rechter Winkel! .
Hinweis: Man sagt, eine Konstruktion sei ynur mit dem Zirkel" aus-
gefiihrt, wenn jeder Konstruktionsschritt darin besteht, daB um
einen Punkt M ein Kreis konstruiert wird, dessen Radius gleich dem
Abstand zweier Punkte P , Q ist (fiir die auch M =P oder M = Q
sein darf), wobei die Punkte M , P, Q entweder gegebene oder be->
beliebig gewdhlte oder zuvor konstruierte Punkte sind. Als ,nur
mit dem Zirkel konstruiert" gilt dann jeder Punkt, der als gemein-
samer Punkt von (mlndestens) zwel solchen Kreisern zu erhalten ist.
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_Wenn bei der Abbildung eines Korpers in Zweltafelprogektlon die

Grund- und AufriBbilder nicht fiir eine eindeutige Festlegung aus-
reichen, kann man einen Seitenrip hlnzufugen und damlt zur Drel—
tafelprojektion ubergehen.

Die Abbildung A 310923 zeigt zwei Rechtecke (m1t gegebenen Seiten-
ldngen a,b) als Grund- und ‘Aufrif eines Korpers. (Es wird ‘nicht
gefordert, daB der Korper nur von ebenen Flachen begrenzt wird.)
Ergédnzen Sie die Risse in drei verschiedenen Zelchnungen -so durch
Seitenrisse, daB die Bilder von drei Korpern entstehen, von denen
keine zwei das gleiche Volumen haben! Bezeichnen Sie in Ihren Dar-
stellungen alle an den Kérpern auftretenden Ecken! (Grund-, Auf-,
und Seitenrif eines: Punktes P bezeichne man mit P’ P! ‘bzw.
P’’’ 5  eventuell auftretende Kanten, die von Fldchen verdeckt
sind, zeichne man gestrichelt.) Geben Sie in Abhdngigkeit von a
und b die Volumina der drei dargestellten Kérper an!

\

Eine Begrundung w1rd nlcht verlangt.,

310924 s , o e ‘
In die Felder der Abbildung A 310924 sol-
len die Zahlen 1,2,3,4,5,6,7 so einge-

/[:]\ ‘ o ‘ tragen werden, daB jede Zahl genau einmal
/I:] D\ vorkommt und daB die Zahlen auf jeder
D—D—D—D ’ Dreiecksseite die gleiche Summe ergeben.

Ermitteln Sie allé'derqrtigen Eintragun-
Abb. A 310924 gen, die nicht durch Spiegelung inein-

ander Uberfiihrt werden koénnen!
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310921 Losung: . A 10 Punkte

a)

Ein Beispiel ist etwa n = 6769999999999999999999 e

.denn die Quersumme von . n‘'ist 190, und die Quersumme von
‘n +.1 = 6770000000000000000000 ist 20.:

Die 'in a) ‘genannte Bedingung kann nur’ Yon naturllchen Zahlen n

..erfiillt werden, deren dekadische Zifferndarstellung auf minde-

stens eine Ziffer 9 endet; denn fiir jede andere natiirliche Zahl

n’unterscheiden sich die’Quersummen von n und von n+l um genau

1, .s0 daB nicht beide durch:10..teilbar sein konnen.

:Wenn nun die Zlfferndarstellung von n.

auf genau k P2 1 Z1ffern 9 endet J.}“‘:' ‘(1)

und davor noch’ genau h® Zlfférn ‘enthalt

" (mit h 2 1, sonst ‘hiétte n+l die Quersumme 1)) 550 gilt: Ist s
‘die Summe dieser h Ziffern, so hat' n: d1e Quersumme s +:9°k, und

n+l hat’ ‘die Quersumme ‘s+1. Dlese 1st genau dann durch 10 teil-
bar, wenn - ¥ i & s
e s = 10p 1 (2)

'miﬁ einer /ganzen Zahi p ist. Trlfft das Zu, o hat n'die Quer—

summe. 10p-1.+:.9k = 10(p+k)-(k+1l), . a1so, ,.genau - dann  ebenfalls

_eine durch 10 tellbare Quersumme , wenn k+1. durch. 10 teilbar

‘1lst.<‘

ist, 'd. h. auch. k mit einer ganzen Zahl'q von! ‘der Form -
‘SR2510qU1 %0 'A-ffj”'ff”ﬂﬁ'x 0 (3)

Die Anzahl h+k der Zlffern (elner Zahl ‘n, die (1);(2),(3) er-
fiillt) ist genau dann am kleinsten, wenn (3) mit 'der; kleinst-
méglichen Zahl k = 9 zutrifft und (2) durch die Summe s einer

,moglichst . klelnep Anzahl h von Ziffern erfiillt w1rd Dabei

scheidet noch der Fdll h = 1 aus, da er nach (2) nur mit einer

- Ziffer 9 :.vorkommen annte,ldlese “aber nach (1) als (einzige,

also letzte) der h Ziffern auszuschlieBen ist.. gl

Also muP die gesuchte’ kleinste 'Zahl n sich’/fiir h = 2'und k = 9
unter den durch, (1);(2),(3); beschriebenen Zahlen befinden. Die -
kleinste unter ihnen ist'die mit der klelnstmogllchen Anfangs-

oziffer 1, 7auf die wegen (2) als zwelte Ziffer eine '8 folgt. .

Damlt‘lst nachgewiesen: Die klelnste natiirliche Zahl,,dle die

in a) gestellte Bedingung erfillt, 1st,18999999999‘y

/ 310922 Lésung: et AT S plinkte |
Abb. L 310922 zelgt eine mogllche Konstruktlon. Beschreibung:

(1)
(2)
(3)

(4)

Man konstruiert den Kreis k um A mit dem Abstand zwischen A
und B als Radlus r. ; Gt

Maﬁ konstru1ert den Kreis k um ‘B mlt demselben Radlus r . und

~wdhlt als D einen der belden Schnlttpunkte von k und k.,

Man konstrulert den Kreis k3 um D mit r: Er schneidet den

" Kreis k “inmA und einem weiteren Punkt E.

Man konstrulert den Kreis k um E mit T. Er‘sphnéidet den

Krels k 'in B und einem welteren Punkt C.

Bewels, daB A % ABC = 90 gilt: Nach (1) und (2) 1st

AB = AD = BD , . el (5)

nach (2) und (3) ist ; BD = BE = DE , g ; : (6)
nach (3) und (4) ist DE = DC = EC . ot (1)
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’Aus (5) und (6) folgt. 'ABED 1st ein Parallelogramm, also gilt'

) : AB lDE: it T : e
-Aus (65 ‘und, (7). folgt ‘Sowohl B als auch C haben glelche Entfer—‘
nungen ‘zu D und E, llegen also auf der Mlttelsenkrechten von DE. ;
.. BC.+ DE . . | ; st (9)
" Aus. (8) und (9) fblgt‘ AB 3 BC ;, W.z.b.w.’ g

somlt gllt

Andeze For;getzugg nach (5) (6),(7): bie'Dreiecké ABD, BDE und DEC

51nd glelchseltlg. Also 1st % ADC. = 3-60° = 1809 ¥ dth;, D liegt.

auf AC.» Dahe sind % BAD = 4 BAC und 4 BCD = X‘BCA‘]Innénwinkel

auch 1m Dreleck ABC.‘(Dleser Bewelsschrltt darf h1er nlcht feh-

le ) Aus” (5) (6) (7) folgt:ferner A BDC 2 A BEC , also ‘halbiert |
CB den Winkel & DCE . Da somit 3 BAC = 60°_, LBOA =130° gezeigt

31nd folgt nach dem Innenw1nkelsa$z A % ABC = 90°'. s

310023 Losung s dbdtaie Aot i S Rk 12 Punkte

Es genﬁgt,'drei Béispiele etwa der folgenden Art'éuszufﬁhren_(da—
bei von ¢, d héchstens eines). Die zusatzlich zu den Volumenfor-
meln belgefugten Erlauterungen werden nlcht vom Schuler verlangt.

Qb L 310923 a zelgt den Grund—, Auf- und Seltenrlﬁ elnes Quaders

.m1t den Seltenlangen a, b b. Seln Volumen betragt V ,=lab i

Abb L 310923 b zelgt entsprechend ein gerades Prlsma, be1 dem man
ein glelchschenkllg rechtw1nk11ges Dreleck mit .der Kathetenlange b

rals Grundflache auffassen kann; d1e darauf senkrechte Hohe hat die

'Lange a. Das Volumen des Prlsmas betragt V % ab2 :
Abb. L 3192  § zelgt exnen geraden Krelszyllnder, bei, dem -als
J Grundflache ein Krels mlt dem Radlus'g auftrltt und d1e zugehorlge‘

Hohenlange “a betragt Das Volumen ist: V ,Z ab P

.Abb. L 310923 d,e,ﬁ zelgen entsprechend gerade Zyllnder, be1 denen‘
Jewells die: 1m Seitenrif sichtbare Fléche  als Grundflache auf-

'trltt. peren Flachenlnhalt Fx bzw, das Zyllndervolumen V 1st Je—'

. weils S ey A :
N e R SO S R R Y O
bei-d):: F4': Z'b ! :
iheite): v Fih=bd - T bE el (4.-m) ab® ;-
- bed ) 1 TF, = b o2 (b in Eipfi, (m - 2) ab® .-

1 Ein | solcher Bewelsschrltt darf Zy B. ebenfélls 'nicht erhleh,‘

$ wenn e1ne Bewelsdarstellung gewahlt w1rd bei der aus DA = DB
s DC nach dem Thalessatz auf 2 % ABC = 90 geschlossen w1rd



310924 Lésung: S8 Bunkte
Wt o i Wenn eine Eintragung die geforderten Be-

- 3 ! dingungen erfiillt, so sind die .in die
/=N ~Felder = (Abb. L 310924 a) eingetragenen
adatpl@eale]l s “zahlén &,...,g 'die Zahlen '1,...,7  in
@;_E_-.,_[a e einer Reihenfolge, ' .fiirj die .mit -einer
; 4 Zahl s ‘die Gleichungen ' :
; : rat +buFadn=rsty &
Abb. L 310924 a_ i P SR

A : ' d+e\+f+g s
,gelten.vNach Addltlon dieser Glelchungennfolgt wegen 14+..0.47 = 28

; Jilai+ d + g+ 28 S (1)
~also 1st a + d + g + 28 durch 3 tellbar'»folgllch laBt At od o+ g
i bei.;Division durch .3 'den ‘Rest 2 . Daher .sind fir .a + d + g nur

folgende Darstellungen (mit geeigneter Relhenfolge der. Summanden)
méglich jeweils mitidem’ nach (1 daéugehorlgen ‘Wert g

,8u= 142458 =5 143%4y | y ‘\,"mlt si=e1209

171502 =.1+4+6 = 2+3+6 = 2+4+5 m1t s =13 ,

A b 1+6+7 = 24547 = 344470 3+5+6 : mity si=14 i .
1TSS A6 Tp 55 {.vﬁ‘umlt s =115

In den nachfolgenden drelecklgen Zuséhmenstellungen 51nd zw1schen
je zwei Eckzahlen die Erganzungen zZUu s gesetzt. b

s[5l g A2 e EERGeT e RS R

, 8. : 11.,

{ 5 i 4 2
- - [Zl - - - - I - 5 [6]
»Nun 1st in: Jeder dleser Zusammenstellungen ‘Zu untersuchen, ob sich
eine der gesuchten Eintragungen ergibt, 'indem ’'man ‘aufigenau einer

Dreiecksseite die mittlere Zahl in zwei Summanden zerlegt. Die Zu-
‘“sammenstellungen 1., 3., '4: fithren dabei’zu dem Wlderspruch, daf

co
—
9

.. diejenige Zahl zerlegt werden miiBte, die :'gréfer als 7 ist, wonach

zwei gleiche Zahlen auftreten wiirden. Ferner fuhren AT 8y 9y
und 10. auf einen Widerspruch,' 'da’'bei’ 1hnen zwe1 verschiedene Zah-
len doppelt vorkommen, von.denen nur eine zerlegt werden konnte.
“Also konnen nur die Elntragungen in Abb L 310924 b den Forderun-
gen genugen.
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Man bestatigt, daB sie diese Forderungen erfullen und daB auch
keine zwei von ihnen durch Spiegelung 1ne1nander uberfuhrt werden
kdonnen. . 4
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Abb. L 310922
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a) Angabe ‘und Uberprufumg fur ein Belsplel ....................53‘
b) Zur. Ermittlung der gesuchten kleinsten Zahl sind (auch bei ..
” unterschledllchem‘Bewelsaufbau) Schliisse zu erbrlngen, dle
etwa mit s folgenden ‘Teilschritten verglelchbar sind: § g .
SchluB auf 101(k+1) fiir die Anzahl k der Endziffern 9 .... 3
+ SchluB auf. 10|(s+1) fir d1e Summe s der zifffern davor. Seleii 2
Nutzung der Mlnimalltat k =9 davor Zlffern 1 und 8 ok Ay
310022 it s g AR S A0
Konstruktlon ...............................................1.. 3
Beschreibung [, oot v v ot oo LTV SAB WK
B d g T L T R A
e & R ; 4 5
310923 - : Ty
Fir jeden, der drei Korper bei groBerem/klelnerem Aufwand '
Zeichnung (mit; Seitenrif und Eckenangabe). ... 3 / 2 :
_ Volumenformel R SR S A St R AR BT
Damit zu erreichende Punktverteilung. : — -,"' ;
1ung auf d1e dre1 Korper bay B.v.'y e ‘= 12

310922 :
Nach: erstem Aussortleren verblelbend& Falle von Eckenbele-
; gungen 1._b1s 11. (oder. verglelchbareriZWLSChenschrltt) Ay A
Abschlleﬁende Ermlttlung der. acht Losungen'.......“....‘.......
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