310821 ) B
In einer Schulklasse ist jeder Schuler 13 oder 14 Jahre alt beide

Altersangaben kommen in dieser Klasse auch w1rk11ch vor. Addiert:

man alle diese (ganzzahllg gerechneten) Altersangaben, so ergibt

v
T

! sich die Summe 325.

Untersuche, ob durch diese Feststellungen'eindeutﬁg bestimmt ist,

wieviele, Schiiler in.dieser Klasse sind! Ist das der Fall, so gib
die Schiilerzahl ‘an! . , ' o
310822 ’

‘

a) Klaus wHhlt natiirliche Zahlen m und n mit 0 < m < n und

bildet die Zahlen P = % und gq = ﬁ > Dann ordnet er die drei
Zahlen 1 , p , q der GréBe -nach, beglnnend mlt der klelnsten.
Beweise, aaB sich bei jeder Wahl solcher m , n stets.dleselbe
Reihenfolge fiir 1 , p , q ergeben muB! Wie lautet sie? s,
by Nun gzeichnet Klaus. auf einer Zéhlenggraden die drei ‘Punkte
E,P,Q, die den Zahlen 1 s P, Q zugeordnet sind. Er
ordnet dann die beiden Liéngen EP und EQ der GroBe nach.
Zeichne fiir das, Beispiell m'='2 , n =5 die Strecken EP_, EQ
-auf einer Zaﬁlengeraden, deren Einheitsstrecke. (vom Nullpunkt 0
bis E ) die Lénge OE = 4 cm hat! Beweise,:daﬂ sich (bei jeder
Wahl obengenannter m , n )} auch fir EF und Eﬁ stets, dieselbe

Reihenfolge ergeben muB! Wie lautet sie? -

310823 : a ‘ :
Es sei ABC ein rechtw1nk11ges Dreieck mit dem rechten Winkel
“bei C . Der Winkel 4 BAC habe die GréPe « = 30° . Der Mlttel—

'punkt der Seite AB sei D , der Schnlttpunkt der drel Wlnkelhalble—
renden des, Dreiecks ABC sei 8 . i

Beweise, daf aus diesen Voraussetzungen Cs = DS folé¥1

310824 '

a) Konstruiere. einen Kreis mit dem Radius 3 cm~, zwei zueinander

2

parallele Tangenten t‘1 , t; sowie eine dritfei Tangente t:3

' an diesen Kreis!

Fiir die Schnittpunkte A , B vorn t mit t bzw. mit t

3 2

und fir den Mittelpunkt M des Kreises stelle eine Vermutung
tiber die GroBe des Winkels 4 AMB auf!

b) Beweise, daB diese Vermutung stets zutrifft, wenn tl,,'t y t
drei Tangenten an einen Kreis sind und t, ] t, ist!

c) Beweise, daB dann auch stets fiir den Schnittpunkt Q@ , den AB
mit der Parallelen p durch M zu t, und t, hat, AQ = MQ gilt!

P!



310821 Losung: 7 ] © ' 9 Punkte
Ist x bzw. y die Anzahl der 13- bzw. 14-jahrigen Schiiler, so folgt
13x + 14y =73825 = 13425 e i A L (1)

‘Somit ist 14y -durch 13 teilbar, also - audh

y-{durch 13 teilbar;.’

i Nach den Festqtellungen im Aufgabentext lst ferner

ik i |
sowie x > 0 , wegen (1) also 14y < 325 und folglich 14y < 14+ 26,
e e G LA
,Daher verblelbt nur die Mogllchkelt
'y-13 P ] A
und aus (1), also 13- (x + 14) = 13-25 y fTolgt x-+ 14 = 25,
x =711 .

Al&o ist die Schiilerzahl der Klasse elndeutlg durch d:e Feststel—
lungen bestlmmt sie betrégt - :

310822 Lésung: ik : : bt 10 Punkte

a) Fur natiirliche Zahlen m, Mt e ) 7 b
0 < m<n : : Y (1)

folgt stets, indem man (1) durch m bzw. n d1v1d1ert, !
: n - T £
1< Ly :
. T

‘bzw. L.% < liliny (s B i o
d:h., es ergibt sich stets die Reihenfolge

b

PO 00 it o AL(2)

b) Zelchnung Abb.. L 310822 (e
Aus- (2) folgt -Die Strecke EP hat die- Lange
: m'_n-m

wp'

EP = 1 -.p o iy Tl et <,
die Strecke EQ hat die Linge
POhe g N sh-m
: EQ = q‘ 1 “m 1 - . ; [t
" “"Nach (1)iist m -'m > 0 , hieraus und:aus. (1) folgt
‘p-—m  ‘n. = N
e i
m n

d.h., es ergibi . sich stets die Reihenfolge EP < EQ:

310823 Lésung: =~ ¢ s r 10 Punkte
Aus 4% ACB = QQo ind ' % BAC *30 folgt hagh'dem Innenwinkeléatz
; A 4 ABC ﬁ,60° B R g, (1)

Nach der Umkehrung des Thalessatzes 11egt C auf elnem Halbkrels

‘uberLAB,ﬁalso 1st.DB 5 DC ‘und daher,.nach, dem Ba51sw1nkelsatz

i r‘. i S DCB =% DBC 'u LBadt (2)
w o ctalmd e q wl
Nach (1),(2).(und 4 ABC = 4 % DBC ) 1st BCD éin glelchseltlges Drei- -
eck. Darin ist die Gerade durch B und S;.die den Winkél®#% DBC hal-
bleqt. zuglelch di'e Mittelsenkrechté der Séite €D, Also erfiillt S,
wie' jedetr Punkt'dieser Mlttelsenkrec%ten, die Bedlngung X i
T i v 3 g = Eg y g Y 3

L WeZ bW ‘ . D

‘ E
(LR

DMan schlieft z.B.: Mit 14y ist auch y.= 14f~13§,ﬁdurchfi3 teil-
bar. Oder man beruft sich auf die Teilerfremdheit von 13 und 14.

o



; mggggnggn:.wle soeben - erhalten, gilt CX .= DX fur Jedqn Punkt X

der Geraden durch B und. S. Verlangert man’ 51e blS zum “Schnitt E
mit- AC, so ist also z.B, auch CE = EE Man kann d1es auch mlt

’anderen Zwischenschrltten herlelten und dann zZu elnem Nachwels von

S = 'DS mit, heran21ehen.\Auch sonst glbt es. zum Bewels von CS.= DS

’(oder der allgemelneren'Aussage CX = DX fur X € BSH) mehrere Mdg-_

llchkelten, Abb L 310823 zeigt elnlge Gradangaben,,dle bei . sol-

<chen Losungswegep elne ‘Rolle splelen konnen.

Tt

;

1082& Losung, l a Ba e /“11 Punkte
a) Abb. L 310824 zelgt eine geforderte Konstruktlon. R
Vermutung. Es gilt % AMB. 90q ok VA ; : k(g
b.) Beweis: ‘Ist P der Beruhrungspunkt von t (izl= 1, "SY'L so

folgt nach dem satz uber Tangente. und" Beruhrungsradlus. Wegen

t, ] t, sind MP  und MP zuelnander parallele Radlen, was ‘nur
méglich ist, wenn’ 31e einen Durchmesser P P bilden, d.h. wenn,

A P MP = 180 ; e (1)

ist.. Aus (MA ='MA und) A.M91 =NITHPTA I=teg R M EELHE LT
MP; = MP3 1 . (Radien des Kreises),
: 5 s :
\ ey RLESE T EK (da MA Hypotenuse-ist)

3

ffolgt nun nach ~dem Kongruenzsatz st 2

' AAMP a AMP_ : &
also halblert MA den Wlnkel A P MP ; fEbénsq fqlgt: MB. hal;
blert A P MP " Wegen (1). d.h.- e i

[

i
1 P MP .t i PZMPS_ 189. )

o

ist folglich T AMP, + & BMP, = 90°, d.h.
.. : b4 fi
w.z.b.w;
) Wegen t, Il p Il t, Polgt  tnus HP = MP auch Q@ =B 4 \
¢ ANach (2) und der Umkehrung des Thalessatzes llegt M auf. elnem
Halbkrels iber AB ; fir dessen Radlen gllt SOmlt AQ = “ﬁ .
;

{

o

1Y'Ih”Faligt ﬂ P P wende man den Satz iber d1e Glelchhelt der
gegenseiten im Parallelogramm an, andernfalls ‘den Strahlensatz“
oder eine Umkehrung des. Satzes von der Mittelparallele im Tra-

pez. 4

2 AMB =;90 3 ”,'m:ph;]_' \ gl
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310821 .

Nutzung der Bedlngung (1). ................;{......{..;....z,

o,
f

Weiterfilhrende (z.B. auf Teilbarkeit und’ Ungleichungen .
beruhende) SchluBweise ..............................3.}.

AbschlieBende’ Gewinnung des Ergebnlases R R RO R

310822 = b

&) Herleitung
b) Zeichnung:

- Lage der’

Ermittlung

wertiger

L Herleltung
310823 3

Bei jedem Losungsweg sind etwa drei wesentllche HerleltungS*

der’ Reihenfolge (2)- .........;l..;.........ﬁ;

Zahlenstrahl”mit zelchengenau richtiger'

Punkte O, E, P, Q_..........................,.

von Formeln fiir EP, EQ (oder gleich-

’Vorbereltungsschrltt fiir elne folgende) e
-von EP < EQ ................,................

.

schritte zu’ erbrlngen (1m Belsplel Glelchseltlgkelt von BCD,

BS Mittelsenkrechte von' CD, ‘Schluf auf CS' = DS e
; Bewertung sclcher Schrltte z.B. mlt 3 + 4 L 3'

1310824

a) Konstruktion .............Ll..;}...;..}1....;......;JL;....”

PR SCRCR B SR

b) Etwa- zwei wesentliche Bewelsschrltte (im Belsplel

Halblerung der Wlnkel aP MP und AP MP3 ; Beweis und

_Nutzung von 1P MP, —180 Yabes i1z B.net2

é) 2 Schritte

1 halbiert. AB, Umkehrung des Thalessatzes) z.B«‘2+2:”

3
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