XXX, Olympiade Junger Mathematiker
3, Stufe )
Olympiadeklasse 9 - 1, Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle
verwendeten Aussagen préazise formuliert und bewiesen
werden, Der Lésuﬁgsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein, Die Gedankengédnge und Schlisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien S&étzen darzulegen,

A

300931

Zwei Spieler A und B spielen das folgende Spiel:'

Auf dem Tisch liegen aufgedeckt 50 Spielkarten., Jede ist mit genau

einer der Zahlen von 1 bis 50 beschriftet, jede dieser Zahlen steht

auf genau einer der Karten, Weitere unbeschriftete Karten stehen

‘zur Verfiigung, Die Spieler sind, beginnend mit A, abwechselnd am

Zug. ’

Wer am Zug ist, wéhlt zwei beliebige der beschrifteten Karten und

nimmt sie aus dem‘Spiel. Dann beschriftet er eine der unbeschrif-

teten Karten mit dem Absolutbetrag der Differenz der Zahlen auf
den weggenommenen Karten, legt die so neu beschriftete Karte auf

den Tisch und bringt sie damit ins Spiel, A

Das Spiel endet, wenn nur noch eine Karte im Spiel ist. Steht auf

dieser eine gerade Zahl, so hat A gewonnen, andernfalls B,

Kann einer der Spieler das Spiel so gestalten, daB er mit Sicher-
heit gewinnt? ¥

300932

Man ermittle alle Darstellungen der Zahl 1991 als Summe von
mindestens drei aufeinanderfolgenden positiven natiirlichen Zahlen.

300933

Man beweise, daB es 40 im Innern oder auf dem Rand eines Wirfels
der Kantenlénge 10 cm liegende Punkte gibt, 'von denen keine zwei
einen Abstand kleiner als 4 cm voneinander haben,

30 11 94-1



A 9;II
B XXX, Olympiade Junger Mathematiker

3. Stufe
Olympiadeklasse 9 - 2, Tag =

300934

Man ermittle alle diejenigen natlrlichen Zahlen n zwischen 100 und
400, fur die die Summe s der Ziffern bei Darstellung von n im Dezi=-
malsystem (die Gbliche "Quersumme") gleich der Summe t der Ziffern
ist, die bei der Darstellung von n im System mit der Basis 9
auftreten,

Hinweis: Um eine Summe von Ziffern bilden zu koénnen, ist naturlich
jede einzelne Ziffer als Zahl aufzufassen, Das ist ohne MiBver-
stédndnis moglich, da die fir das System der Basis 9 notwendigen
Ziffern 0,1,.,.,8 dort dieselben Zahlen darstellen wie im
Dezimalsystem,

300935

Ermitteln Sie alle diejenigen Tripel (x,y,z) natirlicher Zahlen,
far die 1

—+-1-+-:!'-=4
X Ltz g
giltl
300936 '

Gegeben seien drei von einem Punkt S ausgehende Strahlen $1185:830
Dabei habe der von S, und 83 gebildete Winkel == (51,33) eine be-
liebige GréBe kleiner als 60°, und der Strahl s, sei ein belie-
biger von S aus in das Innere des Winkels <:(31,93) hinein ver=-
laufender Strahl (siehe Abb, A 300936). Gegeben sei ferner eine
beliebige Streckenlédnge c.

(a) wéhlen Sie derartige Vorgaben c,
8418583 (dabei s, nicht als Winkel-
halbierende von %:(sl,ss))und kon-
struieren Sie dann drei von S ver-
schiedene Punkte A auf s;, B auf s,

S s, und C auf 83 80, daB sie die Ecken

eines gleichseitigen Dreiecks ABC

5, der Seitenlédnge c sind! )

(b) Beschreiben Sie Ihre Konstruktion!

Abb. A 300936
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(c) Beweisen Sie, daB das nach Ihrer

Beschreibung konstruierte Dreieck
ABC gleichseitig ist und daB seine
Ecken A,B,C auf Sy, Sy bzw. S3
liegen!
Eine Untersuchung, wieviele Dreiecke mit den geforderten Eigen-
schaften es auBerdem noch gibt, wird nicht verlangt.
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XXX. Olympiade Junger Mathematiker

3. Stufe
Ldsungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 9 =il asTiag) =

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L&sungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir'die 3. Stufe.

300931)L8sung: AV 6 Punkte

Wir stellen’fest, wie sich bei jedem Zug die Anzahl der im Spiel
befindlichen ungeraden Zahlen dndern kann:

Werden zwei gerade Zahlen entnommen, so wird als Differenz eine
gerade Zahl hinzugefiigt; die Anzahl der ungeraden Zahlen &ndert
sich nicht. ,

Wird eine gerade und eine ungerade Zahl entnommen, so wird als
Differenz eine ungerade Zahl hinzugefiigt; die Anzahl der ungeraden
Zahlen dndert sich ebenfalls nicht.

Werden zwei ungerade Zahlen entnommen, so wird als Differenz eine
gerade Zahl hinzugefiligt; die Anzahl der ungeraden Zahlen nimmt

um 2 ab.

Bei jedem Zug d@ndert sich folglich die Anzahl der im Spiel befindli-
chen ungeraden Zahlen um eine gerade Zahl. Daraus folgt, daB bei
jedem mdglichen Spielverlauf die Zéhl, die als letzte lbrigbleibt,
ungerade sein muB; denn wdre sie gerade, so wdre damit die Anzahl
der im Spiel befindlichen uhgeraden Zahlen von ihrem Anfangswert 25
auf den Endwert 0 gefallen, hdtte sich also insgesamt um eine unge-
rade Zahl gedndert. (

Also gewinnt stets B. (In genauer Beantwortung der in der Aufgabe
gestellten Frage bedeutet dasl: Von den beiden Spielern kann genau
der Spieler B das Spiel so gestalten, daB er mit Sicherheit gewinnt,
und zwar einfach dadurch, daB er beliebig spielt.)

300932)L8sung: i 7 Punkte

Genau dann-ist 1991 als Summe von n 23 aufeinanderfolgenden positi-
ven natlirlichen Zahlen, beginnend mit z z 1, dargestellt, d. h. ge-
nau dann gilt fir solche n, z

1 Bei richtig erhaltener Aussage, daB B stets gewinnt, sollte eine
auch formal in angegebener Weise ausgefiihrte Beantwortung nicht
vom Schiiler gefordert werden.
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1991 = z + (z+1) + ... + (z+n-1), (1)
wenn

1991 = 5 - (2z+n+1) (2)
giltl. :

Die Zahl 1991 hat2 die Primfaktorzerlegung 1991 = 11-181., Daher
wird die zu (2) #guivalente Gleichung

n-(2z+n-1) = 2-11-181
unter den aus n 2 Dl 2 2 folgenden Bedingungen

3 S n< 2z+n-1 ,
genau in folgenden Fdllen erfdllt:

n =11, 2z+n-1 = 362, z = 176; (3)

n = 22, 2z+n-1 = 181, =z = 80. (4)
Somit gibt es genau zwei Darstellungen (1) der geforderten Art, ndm-
lich mit den in (3) bzw. (4) genannten Werten, d. h. genau die zwei

Darstellungen
1991 = 176 + 177 + ... + 186,
1991 = 80.+ 81+ ... + 101.
300933)L6sung: ' ’ 7 Punkte

I. Man kann z. B. folgendermalen 10 Punkte im Innern oder auf dem

Rand eines (Quadrates AUA4DQD0 der Seitenl&nge 10 cm anordnen:

Man zerlege AUA4 in 4 gleichlange Teilstrecken, AUDO in 3 gleich-
lange Teilstrecken. Die Parallelen durch die Teilpunkte zu den
Quadratseiten zerlegen das Quadrat in Rechtecke, deren Eckpunkte
wie in Abbildung L 300933 a bezeichnet seien. Von ihnen seien

AO’ A2, A4’ Bl’ B3, CO, CZ’ C4, Dl’ 03 ausgewdhlt.

II. Man kann den Wiirfel durch Ebenen in drei Quader zerlegen, von
denen jeder die Kantenldngen 10 cm, 10 cm, l% cm hat. Auf den 4
dabei auftretenden Quadratfldchen (siehe Abb. L 900933 b) kann man
je 10 Punkte wéhlgn, abwechselnd so angeordnet wie die in I. ge-
widhlten Punkte bzw. wie die dort nicht gewdZhlten Punkte Al’ AB’ BU’

Bz, BA’ Cl, CB’ DO’ D2, Da.

1 Dies kann einer - als bekannter Sachverhalt zitierten - Formel fir
die Summe aufeinanderfolgender ganzer Zahlen oder auch fir die
Summe einer arithmetischen Reihe entnommen werden, oder es kann
z.+B. hergeleitet werden, indem man zu (1) gliedweise die
Darstellung
1991 = (z+n-1) + (z+n-=2) + ... + z
addiert.

2 Zur Bestdtigung von 181 als Primzahl fihrt z. B. die Fests%ellung,
daB 181 durch keine der Primzahlen p = 2,3,5,7,11,13 mit p* £ 181
teilbar ist.
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Abb. L 300933 b

III. Fir die Absti#nde zwischen den in I. gewdhlten Punkten gilt:
Jeder solche Abstand ist entweder Vielfaches der L&nge Z-KEKI = 5 cm
oder der Ldnge Z-KEEE = Z% cm, oder er ist Hypotenusenldnge in einem
rechtwinkligen Dreieck mit Kathetenldngen, die Vielfache von

AOAl = % cm bzw. AOBD = l% cm sind. Wegen 2% SENATIO B> R iy

2 WITRPIE (Do 2 2a25)
\/(75) r (2= 2 397+ 4% = =5 > : (n
sind alle diese Abstdnde grdBer als 4 cm.

IV. Fir die Abstinde zwischen Punkten aus verschiedenen in II. ge-
nannten Quadratflidchen gilt: Jeder solche Abstahd betrdgt (wenn
diese Quadratflichen nicht benachbart sind) mindestens 2 - l% cm,
oder er ist Hypotenusenldange in einem rechtwinkligen Dreieck mit
Kathetenlingen, von denen die eine l% cm betrdgt und die andere der
Abstand zwischen zwei verschiedenen RechteckseEckpunkten aus Ab-

bildung L.300933 a, also nicht kleiner als = cm, ist. Damit ist,

nochmals wegen (1), gezeigt, daB auch alle aiese Abstinde groBer
als 4 cm sind.
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XXX. Olympiade Junger Mathematiker

3. Stufe
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 - 2. Tag -
300934)L6sung: 6 Punkte
Wegen 100 > 92 und 400 < 93 sind alle natirlichen Zahlen n zwischen

100 und 400 auch im System mit der Basis 9 dreistellig. Somit sind
fiir die Ziffern a,b,c im Dezimalsystem und fiir die Ziffern d,e,f im
System der Basis 9 alle Mdglichkeiten gesucht, durch natiitliche
Zahlen sowohl die Ungleichungen .

1S aic 4, 0FE/n 29,000 E ¢ 59, (1)

1§dsg, 05e=8, DEfZ8 (2)
als auch die Gleichungen

100a + 10b + ¢ = 81d + 9e + f (3
(Darstellung von n im Dezimalsystem und im System der Basis 9y

a+b+c=d+e+f (4)

(Ubereinstimmung der Quersummen s = t) zu erf£iillen.

I. Wenn a,b,c,d,e,f natlirliche Zahlen sind, fir die (1) bis (4)
gelten, so folgt: Nach (3) und (4) gilt

99a + 9b = 81ld + 9e - (d + e), k (&)
also ist d+e durch 9 teilbar. Wegen (2), also 1 é d+e S 16 ist das
nur mit

o+ lelf =9 i (6)
moglich. Hieraus und aus (5) folgt ;
lla + b =9d +e - 1 = 8d + 8, ‘ @)

also ist lla+b durch 8 teilbar. Hierfiic gibt es zu den nach (1)
méglichen Werten a = 1,2,3 unter den Bedingungen aus (1) fir b
nur die in der folgenden Tabelle genannten Moglichkeiten. Damit
konnen (7) und (6) nur durch die anschlieBend genannten Werte d, e
erfillt werden. y

II. Zu diesen Werten a,b,d,e werden anschlieBend jeweils die Werte
100a+10b und 81d+9e und dann genau diejenigen Werte c und f ange-
geben, die unter den Bedingungen (1),(2) die Gleichung (3) er-
fiillen. Da a,b,d,e wegen (6),(7) bereits (5) erfiillen, folgt hier-
aus, daB auch (4) erfiillt wird.
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a 1 2 3
lla+b = 8(d+1) 11+5 = 842 22+2 = Be3 33+7 = Be5
b 5 2 7
d 1 2 4
e 8 7 5
100a+10b 150 220 370
81d+9e 153 225 369
Werte fir c ) SIS 0 s teReten st
Werte fir f Dfei a6 0, aleia g ey 8

Somit erfiillen genau die Zahlen
O e s 5 22 e e 2 2.9 S ] Dl R e DT
die Bedingungen der Aufgabe. 4

300935)Ldsung: 7 Punkte
Wenn (x,y,z) ein Tripel'natﬁrlicher Zahlen ist, fir das
1 1 I 4
o S ; i
gilt und auBerdem zundchst noch zusdtzlich
. <
X =y =2 2)
vorausgesetzt wird, so folgt:
1 ). " 1.1 1 1 4 5 o>
Wegen y >0 und = >0 gilt T y L also Xj2 und daher x=2.
TR et e e L B A e <15 <
Wegen Syt gilt s it y‘* 5 5 also x = =% und daher x =

Wdre x = 3, so folgte:

RNE N S

vtz TEE S e
i as IR 15,

Wegen. o0, wave vy 15» also ¥y > =5 nd daher y = 3.

T
N|—
[0

REA BN SR N ) < 30 <
Wegen vz ware il ot also y = ) und daher y 4,
Aus (3) und y = 3 wiirde aber % = T% - % = T% folgen,

AT 00 e

aus (3) und y = 4 wiirde SR e ap BIEE folgen,
beides im Widerspruch zur Ganzzahligkeit von z.
Somit verbleibt nur die M&glichkeit x = 2, also

T % By SR O S
g e SR (4)

<|=
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1 8 ¥ 1 1 3 10
Wegen 2 >0 gilt & <&+ 7 = 1§, also y > =3 und daher y 2 4.
1 Tt i 2 1 1! 3 20
Wegen 7 2 Z 0ilt & z 74 also y S <3 und daher y < 6.
Wire y = 6, so folgt % = T% - % = T% im Widerspruch zur Ganz-
zahligkeit von z. Also verbleiben nur die Mdglichkeiten
2 1, 2ol 4 S )
Y = e 2 TR M 1 2 %%
4 A oD e Ty e ) o
yi =5, Z om0 Tem. 00 Z = 10. (6)

Daher kdnnen (1) und (2) nur durch folgende Tripel (x,y,z) natiir-
licher Zahlen erfiillt werden: 4
(2:5:8:,200551 ©1(20 55310 )l
Sie erfiillen diese Bedingungen, wie den bereits in (4),(5) bzw.
(4),(6) ausgefiihrten Rechnungen zu ersehen ist (oder direkt durch
Einsetzen in (1) festgestellt werden kann).
Ohne Einschrdnkung durch die zusdtzliche Bedingung (2) wird (1)
daher genau durch folgende Tripel natlirlicher Zahlen erfiillt:
(2,85 20 (2520080802 92005 ( 4152052075720, 2514 Y5 (20018529
(2,5510) 5 (25 L0435k 055201090 (5,0 02051 (1052455, L0 552 ) e

300936)L0sung: 7 Punkte
(a) Abbildung L 300936 zeigt eine mdgliche Konstruktion.
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(b) Konstruktionsbeschreibung:

1. Man wdhlt einen beliebigen Punkt A' # S auf Sq-

2. Man trdgt in A' an A'S nach derjenigen Seite, auf der S3 nicht
liegt, den Winkel der GrdoBe 60° an und konstruiert auf seinem
zweiten Schenkel den Punkt S' mit A'S' = A'S.

3. Man trdgt in S' an S'A nach derjenigen Seite, auf der S liegt,
den Winkel gleicher GroBe wie 4:(51,52) an und bringt seinen
zweiten Schenkel zum Schnitt C' mit S3.

4, Man trdgt in A' an A'C' nach derjenigen Seite, auf der S nicht
liegt, 'den Winkel der GroBe 60° an und bringt seinen zweiten
Schenkel zum Schnitt B' mit Sp.

5. Man konstruiert auf dem Strahl aus A' durch C' den Punkt D mit
AEDR=NCE

6. Man konstruiert die Parallele durch D zu Sp und bringt sie zum
Schnitt C mit S3. J

7. Man konstruiert die Parallelen durch C zu C'A' und C'B' und
bringt sie zum Schnitt A bzw. B mit Sy bzw. Sy-

(c) Wenn ABC nach dieser Beschreibung konstruiert wird, so folgt:

Nach 2. ist A'5" = A'S, nach 3. ist 3=A'5'C' = X A'58', nach 2. und

4. ist ==STA'C" - 60° + =GA'C'=<GA'B'. Damit folgtAS'A'C' TASA'B',

also ATCT = ATB'; hiernach und nach =C'A'B" = 60° ist A'B'C' ein

gleichseitiges Dreieck. ’

Nach 6. und 7. liegt A auf Sy» B auf Sy» C auf Ss3 ferner ist AA'DC

ein Parallelogramm, so daB zusammen mit 5. auch AC = A'D = c folgt.

Aus 7. folgt nach dem Strahlensatz AC : A'C' = SC : 5C' = BC : B'C’,

wegen A'C' = B'C' also AC = BC, und nach dem Stufenwinkelsatz folgt

= ACB = <=<A'C'B' = 60°. Daher ist auch das Dreieck ABC gleichseitig.

Bemerkungen: . .
Einige Konstruktionsschritte kdnnen auch detaillierter dargestellt
werden (z. B. statt 2.: Konstruktion der Kreise um A' durch S und

um S durch A', Wahl des Schnittpunktes S' auf der Seite von A'S, auf
der Sy nicht liegt). Andererseits kann man Konstruktionsschritte
stédrker zusammenfassen, z. B. 5.bis 7. als zentrische Streckung oder
Stauchung mit dem Zentrum S und dem Faktor c: ATCT. Konstruktion

und Beweis kdnnen insgesamt au8h damit beschrieben bzw. begrindet
werden, daB eine Drehung um 60~ mit dem Drehzentrum A' durchgefiihrt
wird, bei der B' in C' und S in S' lbergeht. Wird statt des gefor-
derten Beweises (c) umgekehrt von der Annahme, (etwa) A'B'C' sei
gleichseitig, auf die Konstruktion geschlossen, so kann dies als
Darstellung von Teilschritten einer geforderten Ldsung gewertet
werden. Fir eine Wertung als vollstdndige Losung zu (c) ist zu
beachten, ob aus der Darstellung die Mdglichkeit des Umkehrens
hervorgeht (z. B. vermittels einer Drehung im entgegengesetzten
Drehsinn).

4
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Ein zweiter Ldsungsweg kann folgende Konstruktion verwenden:

Man konstruiert ein gléichseitiges Dreleck A B C der Seitenlédnge c.

Dann konstruiert man den Kreisbogen A C aller derjenigen Punkte X,

die (beispielsweise) nicht auf derselben Seite von A'C” liegen wie

S % ——

B und fir die <= A XC = <=Zsl;s ) ist (bekannte Anwendung des

Peripherie-Zentriwinkelsatzes). Ebenso konstrulert man den Kreis-
<N

bogen B*C auf derselben 591te von B C wie A , der den Peripherie-

winkel 4:(52,535 faBt. Ist S ein Schnittpunkt beider Kreisbdgen,

* * PN 53k
so trdgt man S A, SB, SC von S aus auf Sy, Sp» S3 ab.



