XXX. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Kreisolympiade)

Olympiadeklasse 8

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, milssen alle ver-
wendeten Aussagen préazise formuliert und bewiesen werden,
Der Ldsungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengédnge und Schlisse sind in logisch und gramma=-
tisch einwandfreien S&itzen darzulegen.

300821

In einem Garten stehen zwel Fasser mit Wasser. Jorg gieBt aus

dem ersten FaB so viele Liter Wasser in das zweite FaB, wie dort
bereits enthalten sind., AnschlieBend gieBt er aus dem zweiten

FaB so viele Liter Wasser in das erste, wie sich dort nach dem
vorigen UmgieBen befinden. Nach diesen beiden Umfiillvorgéangen
befinden sich in jedem der beiden Fasser genau je 24 Liter Wasser.

Untersuche, ob aus diesen Angaben eindeutig folgt, wie viele
Liter Wasser sich anfangs in jedem der beiden Fésser befanden!
Ist dies der Fall, so gib diese beiden Literzahlen an!

300822

Ein Rechteck, dessen Seitenléngen sich wie 1:2 zueinander ver-
halten, soll in acht einander kongruente gleichschenklig-recht-~
winklige Dreiecke zerlegt werden.

a) Zeichne und beschreibe eine solche Zerlegung! Begriinde, warum
die nach deiner Beschreibung entstehenden acht Dreiecke gleich-
schenklig-rechtwinklig und einander kongruent sindl

b) Ermittle die Lénge eines Schenkels dieser Dreiecke in Abhdn-
gigkeit von der kleineren der beiden Seitenléngen des Recht-
ecks!
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Jemand méchte in einer Ebene eine Anzahl n von Punkten zeichnen.
Sie sollen so gewdhlt werden, daB keine drei dieser Punkte auf
einer'gemeinsamen Geraden liegen. AnschlieBend will er Dreiecke
suchen, deren simtliche drei Ecken zu den gezeichneten n Punkten
gehdren,

Ermittle die kleinste Anzahl n solcher Punkte, fir die es miglich
ist, 120 verschiedene derartige Dreiecke zu finden!

300824

Man denke sich die Zahlen 1, 2, 3, 4, ..., 99999 derart hinter-
einander aufgeschrieben, daB die Zifferndarstellung einer Zahl z
entsteht,
Der Beginn dieser Darstellung lautet

z = 123456789101112131415 ...;
beispielsweise an der elften Stelle steht die Ziffer O, die Zif-
fer 2 tritt z. B, an der zweiten Stelle, an der 15ten Stelle und
noch an weiteren Stellen von -z auf.
Welche Ziffer steht an der 206788sten Stelle von z?



XXX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den‘Lésungen far die
1., Stufe gelten auch fir die 2. Stufe.

300821) Lésungs 9 Punkte

Wenn sich am SchluB in jedem der beiden Fasser 24 Liter befinden
und mit dem zweiten Umfillen die Wassermenge des ersten Fasses
verdoppelt wurde, dann missen sich wegen 24 : 2 = 12 vor dem zwei-
ten Umfillen in diesem FaB 12 Liter Wasser befunden haben. Da die
gesamte in den Fidssern vorhandene Wassermenge 48 Liter betragt,
waren wegen 48 - 12 = 36 in dem zweiten FaR zu diesem Zeitpunkt
36 Liter,

Ferner war mit dem ersten Uamfiillen die Wassermenge im zweiten

FaB verdoppelt worden. Daraus ergibt sich, daB fur die Wasser-
mengen, die anfangs in den Fassern waren, eindeutig folgt: Wegen
36 : 2 = 18 waren im zweiten FaB 18 Liter und wegen 48 - 18 = 30
im ersten FaB 30 Liter.

Anderer Ldsungsweg:

Waren zu Beginn im zweiten FaB x Liter, so waren im ersten FaB
(48 - x) Liter. Die folgende Tabelle zeigt die Literzahlen, die

bei den beiden Umfillvorgéngen auftraten: S
Umgefillte : Nach dem Umfallen vorhandene Menge
iiangs | im 1. FaB [im 2. FaB

| 1. Umfillen | x i (48-%x)-%x=48=-2x | X+x = 2x [

2. umfullen Ii 48-2x 2.(48-2x)=96-4x | 2x~-(48-2x)=4x-48 J
Da sich nach dem zweiten Umfiillen im zweiten FaB 24 Liter befin-
den, folgt
4x - 48 = 24,

x = 18,
Also folgt eindeutig, daB die gesuchten Literzahlen fir das erste
FaB 48 - x = 30 und fir das zweite FaB x = 18 betragen.

r
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300822) Lésung: 11 Punkte

a) Abbildung L 300822 zeigt fir ein Rechteck ABCD eine mdgliche
Zerlegung der geforderten Art.

Abb. L 300822

Beschreibung: Sind E, F die Mittelpunkte von AB bzw. CD, so
entsteht die Zerlegung, indem die Strecken EF, AF, DE, BF und
CE 'gezeichnet werden.,

Begrindung: Da ABCD ein Rechteck ist und E, F die Strecken AB
bzw. CD halbieren, folgt aus der Voraussetzung AD : AB = 1 : 2:
Die Strecken AE und DF sind gleichlang und parallel zueinander,
die Strecken AE und AD sind gleichlang und senkrecht zueinane
der; also ist AEFD ein Quadrat,

Ebenso folgt: EBCF ist ein Quadrat. Jedes dieser Quadrate wird
durch die eingezeichneten Diagonalen in vier Dreiscke zerlesgt.

Da in jedem Quadrat die Diagonalen gleichlang und senkrecht
zueinander sind und einander halbieren, sind alle acht entstan-
denan Dreiecke gleichschenklig-rechtwinklig mit einander glei-
chen Kathetenlangen, also auch einander kongruent.

b) In Abhiéngigkeit von a = AD hat das Quadrat AEFD den Flachen-
inhalt a2. Jedes seiner vier einander (kongruenten, also) fla-
cheninhaltsgleichen Teildreiscke hat folglich den Flacheninhal
% a2, Ist x die gesuchte Kathetenldnge dieser Dreiecke, so ist

andererseits der Flacheninhalt gleich % xz. Daher gilt

%x2=%—a2,

x-\/.é_az (;a -\713,=%a .‘\/E),
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(Dieses Ergebnis kann auch mit dem Satz des Pythagoras erhal~

ten werden; dieser kann als -~ z. B, aus Arbeitsgemeinschaf-
ten - bekannter Sachverhalt herangezogen werden.)

300823) Losung: 9 Punkte

Hat man n Punkte wie angegeben gezeichnet, so kann man zu jedem
dieser n Punkte einen der iibrigen n-1 Punkte aufsuchen und damit
genau n « (n-1) geordnete Paare von Punkten erhalten. Ebenso kann
man zu jedem dieser Paare einen der darin nicht vorkommenden

n=2 Punkte aufsuchen und damit genau n « (n-=1) « (n-2) geordnete
Zusammenstellungen (Tripel) von je drei der n Punkte erhalten.

Mit diesen Zusammenstellungen wird die Eckenmaenge jedes aufzufin-
denden Dreiecks erfaBt, und zwar je 6mal. Sind namlich A, B, C
die Ecken eines solchen Dreiecks, so werden sie genau mit den

6 geordneten Zusammenstellungen ABGC, AGB, BAC, BCA, CAB, CBA
erfaBt.

Daher lassen sich insgesamt 3 + n + (n=1) o (n=2) Dreiecke fin-
den, deren samtliche Ecken zu den n Punkten gehdren. Fir n = 10
ist diese Anzahl % + 10 + 9 + 8 = 120, fUr n < 10 ist sie kleiner
als 120. Die kleinste Anzahl n, fir die es méglich ist, 120 der-
artige Dreiecke zu finden, betragt daher n = 10.

Bemerkung: Die Anzahlformel E e n s (n=1) » (n-2), auch in der

Gestalt (3). kann auch als (z. B. aus einer Arbeitsgemeinschaft)
bekannter Sachverhalt, ndmlich als Anzahl der Kombinationen ohne
Wiederholung von n Elementen zur Klasse 3, zitiert werden.

300824) Losung: 11 Punkte

Unter den aufgeschriebenen Zahlen gibt es genau 9 einstellige,
genau 99 - 9 = 90 zweistellige, genau 999 ~ 99 = 900 dreistellige,
geﬁau 9999 - 999 = 9000 vierstellige und genau 99999 -~ 9999 = 90000
funfstellige Zahlen, In der damit aufgeschriebenen Ziffernfolge
fir z nehmen die einstelligen Zahlen die ersten 9 Stellen ein,
die zweistelligen Zahlen die ndchstsn 2 + 90 = 180 Stellen, die
dreistelligen Zahlen die nichsten 3 « 900 = 2700 Stellen, die
vierstelligen Zahlen die néchsten 4 « 9000 = 36000 Stellen und
die funfstelligen Zahlen die néchsten 5 « 90000 = 450000 Stellen.
Da somit die ein~ bis vierstelligen Zahlen wegen

9 + 180 + 2700 + 36000 = 38889
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die ersten 38889 Stellen einnehmen, die ein- bis funfstelligen

Zahlen jedoch wegen

38889 + 450000 = 488889
die Stellen bis zur 488889sten einnehmen, kommt die Ziffer an der
206788sten Stelle von z wegen

38889 < 206788 < 488889
in einer der aufgeschriebenen finfstelligen Zahlen vor.
Um festzustellen, in welcher, bilden wir die Differenz

206788 - 38889 = 167899
und fihren die Division von 167899 durch 5 mit Rest au;. Damit
erhalten wir, daB

167899 = 5 « 33579 + 4
gilt, und es folgt: Der gesuchten Ziffer gehen 33579 fiunfstellige
Zahlen voran, und sie ist in der dann folgenden, also 33580stsn
fiinfstelligen Zahl die vierte Ziffer. Da die finfstelligen Zahlen
mit der Zahl 1000 beginnen, lautet die 33580ste von ihnen 43579.
Ihre vierte Ziffer ist 7.
Somit steht an der 206788sten Stelle von z die Ziffer 7.
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Empfehlung fir die Punktverteilung

OKL 8 Gesamtpunktzahl: 40

300821

Erster Losungsschritt (z. B. Zustand nach dem ersten
Umfullen oder ~ beli anderer Lésungskonzesption -~ z. B,
Oberfihrung in eine Gleichung fiir eine zuvor erklirte
Unbekannte)

Zweiter, abschlieBender Losungsschritt

300822

a) Zeichnung
Beschreibung
Begrindung: Gleichschenklig=rechtwinklige Dreiecke
Begrandung: Kongruenz der Dreiecke

b) Ermittlung der Schenkellénge

300823

Herleitung der (explizit sls Formel oder auch anders,
implizit formulierten) Abhéngigkeit der Anzahl der
Dreiecke von der Anzahl n

Herleitung der minimalen Anzahl n = 10

300824

Herleitung, daB eine Ziffer einer finfstelligen Zahl gesucht

ist:

Darstellung, in welcher Weise die Summen der Stsllenzahlen

der 1~-, 2=, ..e.stelligen Zahlen beriicksichtigt werden
Rechnerische Ausfilhrung dieses Ermittlungsteiles
Herleitung, welche Ziffer in welcher der finfstelligen
Zahlen die gesuchte ist
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