XXIX. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
2, Stufe (Kreisolympiade)

Olympiadeklasse 9

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle
verwendeten Aussagen prazise formuliert und bewiesen
werden. Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein. Die Gedankengdnge und Schlisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien Sétzen darzulegen.'

290921

Kann man in einer Ebene eine Figur bilden, die aus genau 1989
Geraden besteht und dadurch mehr als 2 Millionen Schnittpunkte
enthalt?

290922 ;
Auf die Felder der Abbildung A 290922 sollen
® drei weiBe und drei schwarze Steine verteilt
@) O werden, auf. jedes Feld ein Stein. Ferner wird
eine naturliche Zahl a 2 1 fest vorgegeben.
O (@) Nun soll, beginnend mit dem angekreuzten Feld,
) im Uhrzeigersinn umlaufend, Stein fir Stein
Abb. A 290922 weitergezahlt werden, von 1 bis a. Der Stein,

der dabei die Nummer a erhalt, wird weggenom=-
men., AnschlieBend beginnt das Abzéhlen wieder mit 1 bei dem im
Uhrzeigersinn folgenden Stein, und wieder wird der Stein, der
die Nummer a erhalt, weggenommen. Dann schlieBt sich noch eine
dritte Durchfihrung dieses Abzdhlens und Wegnehmens an. Bei die-
sen Fortsetzungen ist zu beachten, daB leere Felder nicht mitge-
zahlt, sondern Ubersprungen werden.
a) Es sei a = 4, Wie sind zu Beginn die Steine zu verteilen,

damit am Ende die drei weiBen Steine Ubrigbleiben?

b) Jemand vermutet: "Wenn man a durch a + 6 ersetzt, so fihrt

die gleiche Anfangsverteilung der Steine ebenfalls zum Ubrig-
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bleiben der drei weiBen Steine.” Widerlegen Sie diese Vermu-
tung, indem Sie sie fir a = 4 nachprifen!

c) Beweisen Sie, daB es eine Zahl z gibt, mit der fir jedes a 21
die folgende Aussage wahr ist: "Wenn man a durch a + z ersetzt,
so fihrt die gleiche Anfangsverteilung der SteineE:auch bei
Abzdhlbeginn im angekreuzten Feld =]ebenfalls zum Ubrigblei-
ben der drei weiBen Steine.”

290923

Man ermittle die kleinste natiirliche Zahl n, fir die (bei Darstel-
lung im dekadischen Positionssystem) 5 sowohl Teiler der Quersumme
von n als auch Teiler der Quersumme von n + 1 ist.,

290924

Die Abbildung A 290924 stellt sechs Punkte A, B, C, D, E, F in
senkrrchter Eintafelprojektion mit zugehérigem HdhenmaBstab dar.
Die Punkte C', B', D' und ein vierter nicht bezeichneter Punkt :
sind in dieser Reihenfolge die Eckpunkte eines Quadrates mit der
Seitenlédnge a = 6 cm. Die Punkte A' und F*' sind die Mittelpunkte
der in Abbildung A 290924 ersichtlichen Quadratseiten. Im Hohen-
maBstab haben A, F von B, D den Abstand 3 cm und C, E von B, D'
den Abstand 6 cm, '

a) Zeichnen Sie in schréger Parallelprojektion, wobei mit den
iblichen Bezeichnungen a = 45°, q = é sei, eine Darstellung
desjenigen Wirfels, zu dem die Eckpunkte B, C, D, E gehéren,

. und dazu die Punkte A und F!

b) Zeichnen Sie anschlieBend die Dreiecksfldchen ABC und DEF durch
Wiedergabe ihrer Seitenkanten sowie der Schnittstrecke XY, die
diese beiden Dreiscksflichen miteinander gemeinsam haben!

Beriucksichtigen Sie in a) und b) die Sichtbarkeitsverhaltnisse,

indem Streckenteile, die durch eine davorliegende Dreiecksflédche

verdeckt sind, gestrichelt wiedergegeben werden! Eine Verdeckung
durch davorliegende Seitenfléchen des Wiirfels soll dagegen nicht
bericksichtigt werden (diese Fldchen sind als “"nicht vorhanden®

oder “durchsichtig” zu betrachten).

Verdeutlichen Sie die sichtbaren Teile der Dreiecksflachen durch

Schraffur, im Dreieck ABC parallel zu CB, im Dreieck DEF in
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dichterer Schraffur parallel zu DE!
c) Geben Sie fiir die Schnittstrecke XY eine Herleitung der - von

Ihnen in b) verwendeten - Konstruktion der Bildpunkte von X

und Y! Beschreiben

4

Dl

Sie diese Konstruktion!

Projektion:

Abb. A 290924

=E'

Hohen-
mafstab:

18D
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XXIX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2., Stufe (Kreisolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lésungen fir die
1. Stufe gelten auch fir die 2. Stufe.

7

290921) Ldsung: . 10 Punkte

Nein; denn fir jede Figur aus 1989 Geraden gilt:

.Zwei dieser Geraden haben hdchstens einen Schnittpunkt, Jede
weitere, als ndchste betrachtete Gerade der Figur kann zu den
bereits betrachteten Schnittbunkten jeweils hochstens so viele
weitere Gchnittpunkte in die Betrachtung einbringen, wie bereits
Geraden vorher betrachtet waren.

Daher kdénnen insgesamt hochstens :
8 m/Lee 2 %3 # .0 * 19870+ 1988
Schnittpunkte in der Figur enthalten sein.
Fur diese Zahl s kann man entweder durch Berechnung (z. B. mit
dem SR 1, und dabei gﬁnstid) mit der Summenformel

o = 1988.1989
R T

den Wert s = 1977066 oder auch durch Abschidtzung die Ungleichung
2000+ 2000 i
8 < —T—'

s < 2000000 ' 1
finden, mit der die Antwort bewiesen ist,

290922) Lésung: 10 Punkte

a) Die Durchfihrung des beschriebenen Abzdhlens zeigt, daB die
Steine auf den in Abbildung L 290922a schwarz gezeichneten
Feldern weggenommen werden. Bei der so angezeigten Verteilung
bleiben also die drei weiBen Steine uUbrig.

b) Fir a = 10 ergibt sich ebenso, daB bei der Anfangsverteilung
in Abbildung L 290922b die drei weiBen Steine ibrigbleiben.
Wegen des Unterschiedes zu Abbildung L 290922a ist damit die
[erete] vermutung widerlegt.
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c) Fur jede der drei Zahlen n = 6, 5, 4 gilt, wenn noch genau n
Steine auf dem Brett sind:
Anstatt bis zur Nummer a abzuzdhlen, geniigt es, das Abzahlen
nur auszufihren bis zur ‘
kleinsten positiven Zahl a', die aus a durch geeignet oft
durchgefiihrte Subtraktion von n zu erhalten ist.
Wahlt man nun als z das kleinste gemeinsame Vielfache der
Zahlen 6, 5, 4, also z = 60,und ersetzt @ durch a + 60, so
ist fir jedes a
die kleinste positive Zahl, die aus a + 60 durch geeignet
oft durchgefiihrte Subtraktion von n zu erhalten ist,
gleich der oben erklarten Zahl a‘'. Der Abzahlvorgang mit der
Endnummer a + 60 fdhrt also insgesamt zu demselben Ergebnis
wie der mit der Endnummer a. Damit ist'die in c) genannte
Aussage bewiesen.

290923) Lésung: 10 Punkte

I, Fir jede natiirliche Zahl a, deren letzte ziffer nicht 9 ist,
unterscheiden sich die Quersummen von n und von n + 1 um genau 1.
Daher konnen nicht diese beiden Quersummen durch 5 teilbar sein.
II. Fur jede naturliche Zahl n, deren letzte k ziffern 9 lauten,
wéhrend davor eine nicht mit 9 endende Folge von Ziffern steht,
deren Summe s betrégtl, gilt:

Die Quersumme von n ist s + ke9, die Quersumme von n + i ist

s + 1, Daher sind genau dann beide Quersummen durch 5 teilbar,
wenn

s bei Division durch 5 den Rest 4 1laBt ¢ (:1%)
und

4 + ke9 durch 5 teilbar (2)
ist. Wegen 4 + ke9 = 5 + 10k - (k + 1) gilt (2) genau dann, wenn

k bei Division durch 5 den Rest 4 l&Bt, (2%)

2
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Die kleinsten natiirlichen Zahlen k, s, die (1), (2') erfullen,
sind k = 4, s = 4, Also ist die in der Aufgabe gesuchte kleinste
Zahl n = 49999,

1 Falls vor den k Ziffern 9 keine Ziffer steht, ist s = 0 zu
setzen.

290924) Ldsung: 10 Punkte

a), b) Abbildung L 290924,

c) Die Ebenen ey bzw. e,, in denen die Dreiecke ABC bzw, DEF lie-
gen, schneiden sich in den Geraden durch C, D. Dies kann man
folgendermafen herleiten:

A ist der Mittelpunkt einer Seitenfldche des Wirfels, die
gegeniiberliegende Seitenfldche hat CB als Diagonale. Also geht
die Parallele durch A zu ce! durch den Punkt D. Daher liegt
(auBer C auch) D in e,. Ebenso folgt: Die Parallele durch F
zu DE! geht durch C, also liegt (auBer D auch) C in e,.

Damit ist gezeigt, daB man die gesuchten Bildpunkte von X, Y
(aus den in a konstruierten Bildpunkten von A, B, C, D, E, F)
nach folgender Beschreibung konstruieren kann:

Man konstruiere X als Schnittpunkt von AB mit CD und Y als
Schnittpunkt von EF mit CD.
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Abb, L 290924
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Die w1eder§abe dieser Parallelen wird nicht vom Schiler verlangt
(sie ist allerdings niitzlich, z. B, bereits zur Konstruktion
von A und F), 3



L9
Empfehlung fir die Punktverteilung
oKL 9 Gesamtpunktzahl: 40

290921

Effektives Verfahren orkannt ccssececceisscsscssssosesnssssnse 5
Rechnerische Begrindung der ANtWOrt ..eeccecsscccscescccccscs _5
i 10

o
290922
a) @000 000 000000000000 0000000000000 00000000c00000000000RROOOOES 2
b) 0000 00000000000 0000000000 000000 0000080000000 00000000000000 3
C) 00000 C0 000 e 0000000000000 00000000000c0000000000000000000000 5

10

290923

Angabe der Zahl 49999 009800006 00 siniseapees e s neesiceseessiveses 2
Prifung der Quersummeneigenschaft ....cccccevveccccnccccocsase 1
Nachweis der Minimalit8t ..eceeeccccsccccscecocccocsvascscsne _7

10

290924

a) noo-oo.-o-..-ooo-coo._oo-.oc.o.ooaoo.-o"o-.-.o.ooa.-o-oo-ooa 2
b) b.oc.o.-to...o.o.a..ll.0-0..0-0..-.,00..--...‘-..‘0-0000000. 15
(davon fir die richtigen Sichtbarkeitsverhiltnisse 2)

c) €9 c 000000000060 0000000000000000000060000c0000c000000c00000 _3_

(davon fir die Beschreibung fir Konstruktion X, Y 1) 10



