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Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle ver-
wendeten Aussagen préazise formuliert und bewiesen werden.
Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengédnge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

281221 _
Man ermittle alle diejenigen Tripel (x,y,z) von Null verschiede-
ner reeller Zahlen x,y und z, die das folgende Gleichungssystem
(1), (2), (3) erfullen:

1

ik ey (1)

Sed--x, : (2)

g iy (3)
281222

Fur jede natirliche Zahl n > O sei fn die durch
f,(x) = (x-1)§. s
fo(x) = (x-1)%+(2x-1),
allgemein
2 2 2
fn(x) = (x=1)"+(2x=1)+.,..+(nx-1)
fur alle reellen x aefinierte Funktion. Der Graph dieser Funk-
tion, jeweils eine Parabel, habe den Scheitel'sn.
a) Man berechne die Koordinaten von S4+ S, und S,
b) Hat jeweils Sh die Koordinaten (xn, yn), so beweise man, daR
die Folge (x,) streng monoton f&llt und die Folge (v,) streng
monoton steigt.
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281223

Gegeben sei ein Kreis k mit dem Mittelpunkt M, gegeben sei ferner
ein von M verschiedener Punkt N im Innern von k.

Man untersuche, ob es unter allen durch N gehenden Sehnen AB des
Kreises k

a) eine gibt, fur die NAZ + NB méglichst klein ist,

b) eine gibt, fur die NAZ + NB2 méglichst groBR ist.

Gibt es jeweils eine solche Sehne, so gebe man deren Lage (in
bezug auf die gegebenen k,M,N) an. }

2

|

281224

Die ganzen Zahlen Xq und Y, seien durch Xy =y, = 1988 und die
Vorschriften

(1) XN 2xn-1. n=1,2,3,00

(2) yosg m Sy el t Ny o 9,2 20 0
festgelegt. Man untersuche, ob

a) alle Zahlen X

b) alle Zahlen Yn

positiv sind.
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'Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lésuhgen fur die
1. Stufe gelten auch fur die 2. Stufe.

281221) Lésung: 9 Punkte

I. Angenommen, es gibt ein Tripel (x,y,z) von Null verschiedener
reeller Zahlen, fur das (1), (2) und (3) gilt.
Aus (1), (2), (3) folgt dann (durch Multiplikation mit xy,
yz bzw. xz)

X + Yy = Xyz, (€57
Y + z = = Xxyz, . (2% )
X + z = Xyz. (38
Aus (1') und (3*') folgt
y = z. (4)
Damit folgt aus (1') und (2°') durch Addition x+3z = 0, also
i X = =3z, (5)
Mit (4) und (5) ergibt (2°)
2z = 323.

Wegen z ¥ O folgt hieraus 22 = %,

, 2o 3R
Hiernach ergibt sich aus (4) und (5)
y = * g\,
x = +1/6
(jeweils entsprechend mit dem oberen oder dem unteren
Vorzeichen).
Als Losungen des Gleichungssystems (1), (2), (3) kommen also

nur die Tripel (-W/E: + % 6, + %W/33 und (+1/E: -‘%\/E; - %VEQ

in Frage. y
11, Tatséchliqh erfillen beide Tripel das System (1), (2), (3),
wie aus
L aRE SRR A | + 2 C R | ”
T oo | 2 | e 22 6 fur (1) und (3) und aus
VET R Ty T
it Bl b RS fiak IR S gy 3 fir (2) hervorgeht.
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281222) Losung: 10 Punkte
Nach der Definition von fn ist mit bekannten Summenformeln

2

fn(x) = x2(12+2 +...+n2)-2x(1+2+...+n)+n

%n(n+1)(2n+1)x2 -n(n+1)x +n

%n(n+1)(2n+1)(x.— EF%T)Z - %n(n+1)§ﬁ%f +n
In(n+1)(2041) (x = 5=2r)? + g-f-“nr:}}

Daraus ist ersichtlich, daB der Scheitel Sn dieser Parabel die
Koordinaten

ol s 3 y. = nin -1
n - 2n+1’ 'n T 2(2n+1
hat,
a) Insbesondere* sind die Koordinaten von S0 Sy und S4
1= v, =0, ‘

L 1
AXoRENEs Y2 = B
3

X

i S

X3 .= 7 b Tty b

b) Fur alle natiirlichen Zahlen n > 0 ist
2n+1 < 2n+3. )

Wegen 2n+1 > O folgt daraus

3 3
Zn+3 < Znsl’
d. h. X1 < Xpe Also ist die Folge (xn) streng monoton
. fallend.
Fur alle naturlichen Zahlen n > 0 ist
2n2 + 3n +1 > 2n2 + n =3,
(n+1)(2n+1) > (n-1)(2n+3),
n +1)n n(n -1
éi§n+35 > §i§n+1;'
d. h. Yo+t > Yoo Also ist die Folge (yn) streng monoton
steigend.

*bie Ergebnisse zu a) konnen natirlich auch durch Berechnung

von f,(x) = x2-2x+1, fo(x) = 5x2—6x+2, f3(x) = 14x?-12x+3
ohne den Weg Uber Formeln fiur allgemeines n gefunden werden.
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281223) Lésung: 10 Punkte

Der Radius von k betrage r,
ferner sei ¢ = MN. Ist AB eine
Sehne durch N, so bezeichne U
den FuBpunkt des Lotes von M
auf AB. Mit u = MU gilt dann
(bei geeigneter Reihenfolge
der Bezeichnungen A,B)

WA = AD+UR = Yr2-u? +\/c2-u2,
NB = BU-ON = \r2-u? -c3-u?,

Daher ist

NA24NB? = 2(r2-u2)+2(c2-u2)
genau dann méglichst klein,
wenn u mdglichst groB ist,

und genau dann méglichst groB,
wenn u mdéglichst klein ist.

Abb., L 281223 Damit folgt:

a)

b)

Fir u ='\/c2 - UR? gibt es einen groBtméglichen Wert, némlich
u = c. Er wird angenommen, wenn der LotfuBpunkt U mit N zu-
sammenfallt, d. h., wenn AB die auf MN senkrecht (dﬁrch N)
verlaufende Sehne ist. Fiur diese Sehne ist somit NAZ + WB2
méglichst klein.

Fir u gibt es einen kleinstméglichen Wert, némlich u = 0. Er
wird angenommen, wenn U mit M zusammenf&llt, d. h. wenn AB
gie durch (N und)M gehende Sehne ist. Fur diese Sehne ist

somit NAZ + NB® méglichst groB. )

Andere Lésungswege kommen z. B. bei anderer Wahl einer unabhén-

gigen Variablen zustande, von der NA2,NB? abhéngt. Bezeichnet

Z.

1o

B. o0 die GréBe des Winkels < MNA (oder seines Scheitelwinkels),

ist NAZ+NBZ = 2(r2+c2—2czsin2d,) zu diskutieren. Es wird mini-

mal fir o = 900, maximal fur o = 0°.

281224) Losung: 11 Punkte

a)

Durch Rechnung ergibt sich
- 1= 2(x1 - 1) + 1, )
2(2xy = 2) = 1 = 2%(x, - 1) + 1,
3
2[2(x1-1)+1]-1=2(x1-1)+1.

X, = 2x1
Xz = 2x2 - 1

Xpi= 2x3 - 1
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Hierdurch wird die Vermutung nahegelegt, ‘daB
(3% x = 2B diay 5 it e 18,5, ey @LE.
Dies kann durch vollst&dndige Induktion bewiesen werden.
Fur alle n gilt folglich x, > 0.
Ein anderer Weg der Herleitung von (3) ist der folgende:
Aus (1) erhalt man

Al R Ry Y 0 1,208, 0000
Also ist {xn - 1} eine geometrische Folge mit dem Quotien-
ten 2 und dem Anfangsglied Xy = 1 = 1987, was unmittelbar
auf (3) fuhrt.

b) Durch vollsténdige Induktion beweist man
(4) Y, = (995 - n) - 2",
Fir n = 1 gilt y, = 1988 = (995 - 1) - 2
Wenn (4) fur n = k richtig ist, folgt fur n = k + 1;

o k+l . k k+1
YViag = 2, - 21 = 2(995 - k)2K - 2

X

= [995 - (k + 1)] - 2k+1
Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt (4) somit
fur alle n = 1,2,3,... . Folglich ist Y fur alle n 2 996
negativ.

Anderer Lésungsweg:
Aus (2) folgt

(5) yn £ %Yn-'l-l + 2nl ns= 1.2.3. oo

Nimmt man an, daR alle Zahlen y_ nichtnegativ wéren, so schlieBt
man aus (5) zunadchst auf y_ g 20y \
Durch erneutes Einsetzen in (5) folgt hieraus

> 1,n+1 NI N
Vo, S 327 & 2w 2. 2

Weiterhin erhdlt man, wenn mit eiﬁer natiurlichen Zahl m bereits
Ve 2 m2"  fur alle n = 1,2,3, ... erhalten wurde, durch
Einsetzen in (5)

yn 2 -12'4112"4‘1 + 2n = (m + 1)2".

Nach dem Prinzip, 6 der vollstdndigen Induktion wirde somit fir
alle natirlichen Zahlen m und n die Abschédtzung Ya 2 p2" gelten,
was bereits fir n = 1 und m = 2000 auf einen Widerspruch fihrt.
Hieraus folgt, daB die Annahme, alle Y, Wéren nichtnegativ,

falsch war. Es gibt also negative Yne

4
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Empfehlung fir die Punktverteilung
OKL 11/12 Gesamtpunktzahl: 40

281221

Eliminieren einer Variablen
Eliminieren einer weiteren Variablen
Ermitteln aller Lésungstripel

Probe (oder Aquivalenznachweis)

281222

a)
b)

Berechnung der gesuchten Koordinaten
Gewinnen einer Darstellung (der Koeffizienten)
von f(x

f(x)

2 Punkte
2 Punkte
3 Punkte
2 Punkte
9 Punkte

3 Punkte

2 Punkte

Ermitteln der Scheitelkoordinaten von S, (mit Hilfe
“"quadratischer Ergdnzung"” oder durch Zitat einer im

Unterricht behandelten “Formel™)
Rechnerisch und logisch korrekte Herleitung der
Monotonieeigenschaften von (xn)

von (¥,)

281223

Darstellen von NAZ+NB2

Diskussion zur Existenz eines minimalen (bzw. maxi-

malen) Wertes und dessen Berechnung

Diskussion und Berechnung des maximalen (minimalen)

Wertes

281224
a) Nachweis von x >0 fiur alle x (z. B, aufgeteilt in:

b)

Induktionsbewegs eines Ausdrucks fir X,
Nachweis, daB dieser Ausdruck stets positiv ist)
Nachweis, daB ein Y 2 0 existiert (z. B. aufge-
teilt in:

Induktionsbeweis eines Ausdrucks fur ya
Nachweis, daB dieser Ausdruck nichtpositive
Werte annehmen kann)

2 Punkte

1 Punkt
2 Punkte
10 Punkte

in Abhéngigkeit einer Variablen 5 Punkte

3 Punkte

2 Punkte

10 Punkte
3 4 Punkte
1
5
7 Punkte
2
11 Punkte
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