XXVII, Olympiade Junger Mathematiker

‘der Deutschen Demokratischen Republik

2. Stufe (Kreisolympiade) 5
Olympiadeklasse 8

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle ver=-
wendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen werden,
Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein, Die
Gedankengdnge und Schlisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien Saétzen darzulegen.

270821

Ein AG-Leiter behauptst, er kénne jede von seinen Zirkelteilneh~
mern gedachte Zahl erraten, wenn ihm nur das Ergebnis der folgen-
den Rechnung genannt wird: "Denke dir eine Zahl. Addiere dazu die
Zahl 5, multipliziere die Summe mit 16, subtrahiere davon das
Sechsfache der gedachten Zshl und dividiere diese Differenz durch
10"

L&Bt sich tatsschlich aus dem nun zu nennenden Ergebnis dieser
Rechnung die gedachte Zahl ermitteln?

Wenn das der Fall ist, so beschreibe und begriinde, auf welche
Weise das geschehen kann!

270822

Gegeben sei ein Kreis k; sein Mittelpunkt sei M, sein Radius be-
trage r. Von drei Punkten A, B, C auf k werde vorausgesetzt, daB
AB = BC gilt und daB der Winkel <= ABC die GraBe 120° hat.
Béﬁeise, daB unter diesen Voraussetzungen stets AB = r giltl

270823

Uber ein Turnier in einer AG “Schach" wird berichtet: Das Turnier
wurde in mehreren Runden ausgetragen. In jeder Runde spielte jedes
AG-Mitglied gegen jedes andere genau eine Partie, Auf diese Weise
wurden in dem Turnier insgesamt 112 Partien gespielt. Es nahmen
mehr als zwei Mitglieder teil,
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Untersuche, ob ein Turnier méglich ist, bei dem diese Angaben
zutraffen, und ob die Anzahl der Runden sowie die Anzahl der
Teilnehmer eindeutig aus den Angaben folgen!

Wenn dies der Fall ist, so ermittle diese Anzahlen!

270824 !
Ein Wirfel W werde in volumengleiche Teilwirfel zerlegt, Der Ober-
flacheninhalt des Wwiirfels W sei A, die Summe der Oberfléachen-
inhalte der voneinanher getrennten Teilwirfel sei S,
Ermittle das Verhdltnis A:S
(a) wenn der wirfel w die Kantenldnge 14 cm hat und die Anzahl
der Teilwirfel 8 betrigt,
(b} bei beliebiger Kantenliénge a des Wirfels W und bei der Anzahl
8 der Teilwirfel,
(c) bei beliebiger Kantenlange a des Wirfeks W und bei der Anzahl

n3 der Teilwirfel, wobei n eine beliebige natiirliche Zahl mit
n 8 2 ist!



XXVII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2, stufe (Kreisolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lésungen fir die
1, stufe gelten auch fir die 2, Stufe,

270821) Lésungs 8 Punkte

Bezeichnet man die gedachte Zahl mit x, dann werden du}ch die ge-
nannte Rechnung der Reihe nach die Zahlen

X + 5, {

(x + 5) « 16 = 16x + 80,

16x + 80 - 6x = 10x + 80,

(40x + 80) 3 10 = x + 8 y
gebildet., Subtrahiert man hiervon die Zahl 8, so erhdlt man die
Zahl x. Damit wird bewiesen: Die gedachte Zahl 148t sich. aus dem
zu nennenden Ergebnis ermitteln, indem man von diesem'Ergebnis 8
subtrahiert,

270822) Losungs . 10 Punkte

Wegen MA = MB = MC = r

und AB = BC \
sind die Dreiecke ABM und CBM
gleichschenklig und zueinan=
der kongruent (Kongruenzsatz
sss). Also ist
"FABM = =CBM.

Hieraus, und da nach Voraus-

setzung
=ABM + =CBW = = ABC = 120°
ist, folgt

SABM = FcBm = 60°,

Daher sind die Dreiecke ABM
und CBM sogar gleichseitig;
insbesondere gilt ;
ARB=MA=r, WeZsbow, Abb, L 270822
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270823) Ldsung: 10 Punkte
Wenn ein solches Turnier mdglich ist, missen in jeder Runde gleich’
viele Partien gespielt werden; daher muB die Anzahl der Partien
einer Runde ein Teiler von 112 gein, d. h. eine der Zahlen

1, 2, 4, 7, 8, 14, 16, 28, 56, 112,
Die folgende Tabelle zeigt eine Ermittlung von Werten fiir die
Anzahl der Partien einer Runde, Jeweils zu einer Teilnehmerzahl
wird diese Partienzahl folgendermaBen gefunden: Sind es drei
Teilnehmer A, B, C, so ergeben sich drei Partien AB, AC, BC. Bei
jeder VergroBerung der Teilnehmerzahl um eins kommen so viele
Partien hinzu, wie die vorhergehende Teilnehmerzahd angibt (da
der neue Teilnehmer gegen alle vorigen zu spielen hat).

Teilnehmer | Partien Teilnehmer | Partien
3 3 | 10 364+ 9= 45
a4 3+3= 6 11 45 + 10 = 55
5 6+ 4 = 10 . 12 55 + 11 = 66
6 10 + 5 = 15 13 66 + 12 = 78

\ 7 15 + 6 = 21 14 78 + 13 = 91
8 21 +7 = 28 15 91 + 14 = 105
9 28 +8 = 36 16 105 + 15 = 120

Bei weiterer Fortsetzung der Tabelle ergeben sich nur noch gréBere
Partienzahlen, Als einzige Partienzahl,- -die ein Teiler von 112
ist, verbleibt daher 28, Damit und wegen 112 3 28 = 4 ist bewie=
sen:

Ein Turnier der genannten Art ist méglich; aus den Angaben folgt
eindeutig: Es wurden genau vier Runden gespielt; es nahmen genau
acht AG-Mitglieder teil,

Andere Lésungsméglichkeit: Man beweist, daB jeweils eine Teil-
nehmerzahl m auf die Partienzahl

. m(m=1)
S

einer Runde fhhrt: Jeder der m Teilnehmer hat genau m-1 Partien
zu spielen, und mit der so berechneten Anzahl m(m-1) hat man jede
Partei genau zweimal erfaBt., Da fur m 2 16 bereits p 2 120 wird,
muB 2 < m < 16 gelten, i

2



L8

Aus p | 112 und der Primfakt&renzeriegung 112 « 2% . 7 folgt fer~-
ner: Die Primfaktorenzerlegungen von m und von m-1 enthalten
keine anderen Primfaktoren als 2 und 7. Die folgende Tabselle
zeigt, daB dies nur fir m = 8 zutrifft, woraus dann p = 28 und
die Rundenzahl 112 3 28 = 4 folgt,

m 3|4(5|6|7|8(9(10(11({12{13 14|15
m-1 2(3|4|5|6|7|8| 9|10|11(12(13|14
Existiert ein Prim-{jaal Zo Bet|3|3 4;3 3 3| 3| 3| 3] 3|13 3
faktor # 2, ¥ 77 Neins ®»

270824) Lésung: 12 Punkte

(c) Es gilt A = 6a2. Ferner hat W das Volumen a3; daraus folgt:
3
Jeder Teilwirfel hat das Volumen 53. also die Kantenlange %
n 2

und folglich den Oberflicheninhalt 622. Daher ist
2 n
& a 2
S=n" ¢ 6 ¢ = 6na“,
nZ
Somit ergibt sich

A3 S = 6a° i (Gnaz)
= 1 3 ne.
wWihlt man hierin n = 2, so erhidlt man (wegen 2% . 8) als-Ergebnis
sowshl zu (a) als auch zu (b) das Verhidltnis A : S =1 : 2,
Natiirlich ist es auch méglich, in der Reihenfolge (a), (b), (¢)
vorzugehen, indem man dieselbe Rechnung erst mit den speziellen
Werten a, n und dann allgemein durchfihrt.



Empfehlung fir die Punktverteilung
OKL 8 Gesamtpunktzahl: 40

270821

Angabe einer korrekten und lickenlosen Be-
schreibung der Vorgehensweise, die das Ge-
winschte leistet

Falls ein Schiler nur anhand von Beispielen
seine Vorgehensweise beschreibt, koénnen
héchstens 3 Punkte erteilt werden.

270822

Angabe aller fir den Beweis bendtigten Fest=-
stellungen (z. Be AABMT ACBM, ¢es)

Angabe aller zugehériger Begrindungen
(2o Be 558, «ss)

1
270823

Korrekte und lickenlose Herleitung einschlieBlich
des Nachweises der Einzigkeit

Angabe der Anzahl der Runden und der Anzahl der
AG-Mitglieder

270824
a)
b)
c)

8 Punkte

8 Punkte

5 Punkte

5 Punkte
0 Punkte

7 Punkte

3 Punkte
unkte

'3 Punkte
4 Punkte
5 Punkte

12 Punkte



