L 851 XXVI. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)

Losungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 8 -1, Tag =

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lésungen fir die
1. Stufe gelten auch fur die 3. Stufe.

260831)1. Losungsweg: . 6 Punkte
(I) Wenn die Aussagen des Pionierleiters bei einem Vorrat von

x Losen zutreffen, so kann jedes der Madchen so viele Lose kaufen,
wie die folgende Tabelle angibt. Ferner ist dort angegeben, wie
viele Lose dann jeweils noch vorhanden sind.

Anzahl der Lose, die das | Anzahl der Lose, die danach
Madchen kaufen kann noch vorhanden sind
1.Madchen ; % + % X (% e %) =%- %
X al 1 3 1 ;
2.Madchen|| 23 - 3) + 3 = F+ 3 G-D-G =33
¥ 2l gk 1 7
3.Madchen| 35 -3 + 5 =5+ 5 G-PD-G+8-5-3
" 1. x 7 ! X 1 X 7 X b e QG oy
A-adohants sigon m) >y TE e e CaE)l g sl s g T
v 1 e 1
5.Madchen %(T% = Tg) s 3% + 35

Da das 5. Madchen alle noch vorhandenen Lose gekauft hat, gilt

Xy .01 %15

32 BB AE SN G

also Xl & e=ia2x =50
und daher Koy B {f

Als Vorrat an Losen kann daher hoéchstens die Zahl x = 31 die
Eigenschaft haben, daB die Aussagen des Pionierleiters zu-
treffen.

(II) Fur diese Anzahl als Vorrat gilt in der Tat:
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Das 1. Madchen kann é% Al 16 Lose kaufen. Von den dann vorhan-
denen 15 Losen kann das 2. Madchen —7 1 = 8 Lose kaufen. Von
den dann vorhandenen 7 Losen -kann das 3. Madchen f 5 =4Lose
kaufen. Von den dann vorhandenen 3 Losen kann das 4. Madchen

% + % = 2 Lose kaufen. Von dem dann vorhandenen 1 Los kann das 5.
Madchen % + % = 1 Los kaufen, und danach bleibt kein Los ubrig.
Fir den Vorrat von 31 Losen treffen somit die Aussagen des Pio-
nierleiters zu; die einzelnen Maédchen kénnen nach diesen Aussagen

der Reihe nach 16, 8, 4, 2, 1 Lose kaufen.

2. Lbésungsweg:
(1) wenn die Aussagen des Pionierleiters zutreffen, so folgt:

Nachdem die ersten vier Madchen gekauft haben, wie angegeben,
kann das 5. Madchen die Halfte der noch vorhandenen Lose und ein
halbes Los dazu kaufen, und danach bleibt kein Los ibrig.  Also
war das eben genannte halbe Los die andere Haélfte der noch vor-
handenen Lose; d. h., die Anzahl der noch vorhandenen Lose hatte
1 betragen. ‘

Also bleibt, wenn das 4. Mddchen die Halfte der noch vorhandenen
Lose und ein halbes Los dazu kauft, danach noch genau dieses eine
Los Ubrig. Somit war dieses Los und das halbe Los zusammen die
andere Halfte der zuvor noch vorhandenen Lose; d. h., die Anzahl
der noch vorhandenen Lose hatte 3 betragen.

Entsprechend schlieBt man: Fir das 3. Maddchen hatte die Halfte
der Anzahl der zuvor noch vorhandenen Lose 3 %, diese Anzahl
selbst also 7 betragen; fiur das 2. Madchen hatte die Halfte der
Anzahl der zuvor noch vorhandenen Lose 7 %. diese Anzahl selbst
also 15 betragen;

die Halfte der Anzahl der ganz zu Beginn vorhandenen.Lose hatte
15; %, diese Anzahl selbst also 31 betragen.

(II) wie im 1. Losurigsweg.

260832)L6sung: 7 Punkte

I. Wenn ein Paar (p:q) von Primzahlen zusammen mit einer natir-
lichen Zahl n die Bedingungen (1), (2), (3) erfullt, so folgt:

Nach (2) gilt p + q = n2, nach (3) gilt n + p + q = 42, wegen .
der vorigen Gleichung also n + n” = 42, d. h.
n(n + 1) = 42, (4)



[ eige ¢
Die einzigen Moglichkeiten, 42 als Produkt zweier natirlicher
Zahlen darzustellen, sind (bis auf die Reihenfolge der Faktoren)
AP0 A aNAR el QN2 T i B XA (G e T
Von diesen Darstellungen enthalt nur 6 - 7 zwei Faktoren der Ge-
stalt nund n + 1; d. h., aus (4) (fur naturliche Zahlen n) folgt
n==6.
Nach (2) gilt somit p + q = 36. Also ist p eine der Primzahlen
kleiner als 36, d. h. eine der Zahlen
RSN IR SRR Y g AT Lo e 3o e B (O (- MR~ L, (PR L R B
und q ist jeweils die entsprechende der Zahlen
B0 3B ARBIGAR HRQL P SIS 255 L I i 7k 018 A L B
Von diesen Moglichkeiten scheiden alle auBer
' piia. 17,75 4q = 19
aus, da fir sie entweder q - p 2 10 oder q - p < O wird, also (1)
nicht erfullt ist (einige auch deswegen, weil bei ihnen q keine
Primzahl ist). it
Also kann nur das Paar (piq) =(17 ; 19) alle Bedingungen der
Aufgabe erfillen. / .

II. Es erfullt diese Bedingungen; denn 17 und 19 sind Primzahlen,
es gilt 0 <19 - 172 < 10, 17 + 19 = 36 = 62 Und 6.5 17 % 19 1a 42,
Also erfullt genau das Paar (17 ; 19) die Bedingungen der Aufgabe.

Andere Méglichkeiten, von (4) auf n = 6 zu schlieBen:
1.: Fur alle naturlichen Zahlen n < 6 ist n(n + 1) < 6.7, fur

n>6 ist n(n + 1) > 6+7. Also kann unter den natirlichen Zahlen n
nur n = 6 die Gleichung n(n + 1) = 42 erfullen.

2.: Bei Kenntnis der Lésungsformel quadratischer Gleichungen (oder

nach Herleitung, etwa vermittels (n + %)2 - % = 42) erhalt man:
von den beiden Lésungen

1 + 1 i 42 A
fly .o =reis =1/ i 42 = 2( 1 13)
n

der quadratischen Gleichung it ety e ist nur n, = 6 eine

natirliche Zahl.
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260833 )L6sung: 7 Punkte

Konstruktionsbeschreibung:

(1) Man konstruiert ein Quadrat ABCD mit der Seitenlénge r.

(2) Man konstruiert den Kreis c um M mit dem Radius AC. Die
Schnittpunkte P1, P2, die c mit g hati, sind dann alle zu
konstruierenden Punkte P.

Konstruktionszeichnung: Abb. L 2?0833 a.

Beweis zu (I): Es sei P ein Punkt, der (a) und (b) erfullt; die
Berithrungspunkte der von P an k gelegten Tangenten seien T,

und T, (Abb. L 260833 b).

Nach dem Satz iber Tangente und Berihrungsradius gilt dann

X wT,P o= 90°, T WP = 90°,

nach (b) gilt = TP, = 90°.

Also ist MTlPT2 ein Rechteck. Wegen

MT, = —TE =r

ist dieses Rechteck ein Quadrat mit der Seitenlénge r und folg-.
lich kongruent zu dem in (1) konstruierten Quadrat ABCD. Daraus
folgt

MP = AC;
also liegt P auf dem in (2) konstruierten Kreis c.
wegen (a) liegt P auch auf g.
Also ist P einer der in (2) erhaltenen Schnittpunkte Py P2,

w.z.b.w.

Beweis zu (II): és sei P ein Punkt, der nach der angegebenen Be-
schreibung konstruiert ist.
Nach (2) liegt dann P auf g, erfillt also die Bedingung (a).
Nach (2) gilt ferner

AC = MP.
Da g gréBeren Abstand als r zu M hat und somit k meidet, gibt es
zweivon P an k gelegte Tangenten. Sind T, und T, ihre Beruhrungs-
punkte, so folgt: Nach (1) gilt
AB = MT,;

1 Die Existenz (und Anzahl 2) dieser Schnittpunkte kann aus
AC = r/2 > d (namlich aus 5.7/2 > 6) geschlossen oder der
durchgefiihrten Konstruktion entnommen werden.
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nach (1) und dem Satz uber Tangente und Berihrungsradius gilt

< ABC = MT,P,
zugleich sind die hier genannten Winkel als rechte Winkel die
gréBten Innenwinkel in A ABC bzw. A MT,P. Nach dem Kongruenzsatz
sSW ergibt sich damit

A ABC £ A MT,P.

Ebenso folgt '

AADC 2 A MT,P.

Also sind die Vierecke ABCD und MT,PT, zueinander kongruent.

Da nach (1) nun XBCD = 90° ist, gilt auch

B 0.
< T1PT2 = 907 ;

d. h., auch (b) ist erfullt, w.z.b.w.

Hinweis: Hat man im Konstruktionsschritt (1) A = M gewédhlt
(s. Abb. L 260833 a, b), so kann zum Beweis (II) auch ausge-
fihrt werden, daB es nach (2) eine Drehung um M gibt, die C
in P lberfihrt. Bei dieser Drehung gehen die tangentialen
Strecken CB, CD in tangentiale Strecken PTI' PT2 tuber; und
ihr rechter Winkel bleibt erhalten.
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M=A

Abb. L 260833 a

Iz

Abb. L 260833 b



78T XXVI. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)

Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8 - 2. Tag -

260834 )L0sung: 7 Punkte

Die drei in (2) genannten Punkte, die auf der in (1) genannten

Geraden liegen, seien P98' ng, Pi00’ die Ubrigen der 100 Punkte

seien Pl' P2, ....'P97 genannt.

Eine Gerade geht genau dann durch mehr als einen der 100 Punkte,

wenn sie

(a) entweder ein Paar verschiedener der Punkte Pyr Poe eeey Pgy
miteinander verbindet

(b) oder einen der Punkte P,, P,, kg Pgy mit einem der Punkte
Pog’ Pggr P00 verbindet

(c) oder die Gerade durch P

P ist.

Pos’ Pag* P100
Jede in (a) genannte Gerade ist von jeder in (b) genannten Gera-
den verschieden™. Ferner gilt: Jede in (a) genannte Gerade und
jede in (b) genannte Gerade ist von der in (c) genannten Geraden
verschieden™.

1. Fortsetzungsmoglichkeit:

Die Anzahl der in (a) genannten Geraden l1&Bt sich folgendermafen
ermitteln: Man kann jeden der 97 Punkte Pie Pyu evey Pgy mit jedem
der 96 anderen unter diesen Punkten durch eine Gerade verbinden.

1 Beweis: Ware die Gerade, die P, mit P verbindet (i,Jj zwei ver-
schiedene Zahlen 1,2,...,97), zugleich auch die Gerade, die Pk
mit P verbindet (k eine der Zahlen 1,2,...,97; m eine der Zah-
len 98, 99, 100), so lagen auf dieser Geraden die drei verschie-
denen Punkte Py Priiund Pn+ sie ware also die in (1) genannte
Gerade, und damit lagen auf ihr Pi+ Pgge Pggr Pygg im wider-
spruch zu (2).

2 Beweis: Andernfalls enthielte die Gerade durch Pog’ ng. PlOO
noch einen der Punkte Pro eees P97, was (2) widerspricht.

Hinweis: Sowohl fir die oben dargestellten als auch fur andere
Losungswege gilt: Die im Losungsgang bendtigten Verschiedenheits-
feststellungen sind anzugeben (ihr Fehlen in einer Schulerlésung
beeintrachtigt deren Bewertung als vollstandige Loésung). Eine
Beweisformulierung wie in den FuBnoten ist dagegen nicht in die-
ser Ausfuhrlichkeit zu fordern.

30 10 08-1 : 1
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Dabei hat man jede in (a) genannte Gerade genau zweimal erfaft.
Also betrégt deren Anzahl

21%22 =0T A8
Die Anzahl der in (b) genannten Geraden betragt 97.3.
Also ist die gesuchte Anzahl 97-48 + 97-3 + 1 = 4948. 3 Ger v olehd in
2. Fortsetzungsmoglichkeit: O gt

Man kann jeden der 100 Punkte mit jedem der 99 anderen durch eine
Gerade verbinden. Dabei hat man jede in (a) genannte Gerade sowie
jede in (b) genannte Gerade genau zweimal erfaBt, die in (c) ge-
nannte Gerade dagegen genau sechsmal (namlich als Verbindungs-
gerade von P98' Pgg: Vvon Pog* Piogr Von Pgg: Pgg+ Von Pgg, Piqgq:
von P,oqr Pgg und von P00’ ng).

Mit der Anzahl 129&22

jede in (b) genannte Gerade genau einmal erfaBt, die in (c) ge-

= 50-99 ist somit jede in (a) genannte und

nannte Gerade dagegen genau dreimal.
Also ist die gesuchte Anzahl 50-99 - 2 = 4948,

Qinweisd Man kann auch eine schrittweise Uberlegung durchfihren:
Fir 3 Punkte, die (1) und (2) (mit der Anzahl 3 statt 100) erful-
len, gibt es genau eine gesuchte Gerade. Jeder Punkt, der dann
noch so hinzugefigt wird, daB (1) und (2) (mit der jeweils neuen
Anzahl n der Punkte) erfillt bleiben, erbringt genau n - 1 neue
Geraden hinzu. So kommt man auf die gesuchte Anzahl

130 e VN8 4 99 L Ve (3 99 4 (4 +/98) Ll e

+ (50 + 52) + 51 = 1 + 48 - 102 + 51 = 4948,

260835)L6sung: 7 Punkte
(I) wenn AC = BC (1)
gilt und CD die Seitenhalbierende von AB ist, d. h. D (auf AB
liegt und) AD = BD (2)
erfillt, so folgt aus (1), (2) und

T = T (3)

nach dem Kongruenzsatz sss, daB AACD £ A BCD und damit

"X ACD = ¥ BCD gilt. Also ist CD auch die Winkelhalbierende
von < ACB, w.z.b.w.

(Man kann auch CD als winkelhalbierende voraussetzen und dann
aus ¥ ACO = ¥ BCD, (1), (3) mit dem Kongruenzsatz sws auf (2)
schlieBen.)

2
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(II) In einem Dreieck ABC sei die Strecke CD (mit D auf AB) so-
wohl Seitenhalbierende als auch Winkelhalbierende; d. h., es
werde

AD = BD (4)
und < ACD = < BCD (5

vorausgesetzt.
Es sei E derjenige Punkt, fur den D der Mittelpunkt von CE ist
(Abb. L 260835 a). Dann halbieren in dem Viereck AEBC die Diago-
nalen einander gegenseitig, also1 ist es ein Parallelogramm.
Daher gilt
= BE (6)
und ACD = X BED (7)
(Wechselwinkel an den geschnittenen Parallelen AC, BE).
Aus (5) und (7) folgt ¥BCD = X BED und daraus nach der Um-
kehrung des Basiswinkelsatzes ¥

BC = BE. (8)
Aus (6) und (8) folgt AC = BC, w.z.b.w.

al

Andere Fortsetzungsmdglichkeit nach (5):
Es sei B' derjenige Punkt auf dem Strahl aus C durch A, fir den
B'C = BC
gilt. Aus (5). (9) und
TO = CO : \ (10)
folgt dann nach dem Kongruenzsatz sws, daB AB'CD £ A BCD und
damit

¥DB'C = X DBC

= XABC (11)
und B'D = BD, (12)
nach (4) also B'D = AD (13)
gilt.

Wére nun B' + A (Abb. L 260835 b oder c), so wére AB'D nach (13)
ein gleichschenkliges Dreieck, einer der beiden Winkel < DB'C und
( < BAC =) < DAC wére ein Basiswinkel dieses gleichschenkligen
Dreiecks, der andere der beiden winkel < DB'C, < BAC wére ein

1 Dieser SchluB kann als bekannter Sachverhalt zitiert oder aus
AD = BD, CD = ED, < ADC = X BDE (Scheitelwinkel) iber den
Kongruenzsatz sws erhalten werden.
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Nebenwinkel des zweiten Basiswinkels. Daher ergébe sich

¥DB'C + ¥BAC = 180°%, nach (11) also TABC + X BAC = 180°,1m
widerspruch zum Innenwinkelsatz fur Dreieck ABC.

Also muB B' = A und nach (9) somit AC = BC gelten, w.z.b.w.

Weitere Hinweise: .

Die Anwendung des Kongruenzsatzes sSW auf (4), (5), (10) ist
nicht méglich, da auch AD < CD sein kann.

Méglich ist dagegen die Anwendung der folgenden variante dieses
Kongruenzsatzes: "Gilt fur zwei Dreiecke ABC, A'B'C' (mit den ub-
lichen Bezeichnungen) a = a', b = b', o =o' und A+ /' % 180°
so folgt (auch ohne die Voraussetzung a > b), daB die Dreiecke
kongruent sind." :

Unter Verwendung dieses Sachverhaltes folgt aus (4), (5), (10)

und TDAC + TDBC # 180° (Innenwinkelsatz fir Dreieck ABC) so-
fort AADC & ABDC. (In die obige Fortsetzungsmdglichkeit (9),
(10), ... ist stattdessen ein Beweis dieser Kongruenzsatz-
vVariante eingebaut.)

Abb. L 260835 a Abb. L 260835 b Abb. L 260835 c
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260836 )L6sung: 6 Punkte

wegen der Umfangsgleichheit von ABC und ABD gilt
a+b+c=p+q+c, (1)
Wegen der Umfangsgleichheit von ABC und ACD gilt
a+b+c=p+b+r, (2)
wegen der Umfangsgleichheit von ABC und BCD gilt
a+b+c=a+q+r. (3
Behauptung: Hieraus folgt: a,b,c sind eindeutig bestimmt und
zwar gilt '

a =p, b =g, Clalir,

1. Beweismoglichkeit hierzu:

Aus (1) folgt a+b = p+q, (4)
aus (3) und (2) folgt
a+q+r = p+b+r und daraus a+q = p+b. ('5))

Addiert man (4) und (5),

so ergibt sich 2a+b+q = 2p+b+q
und daraus a = p.
Setzt man dies in (1) bzw. in (2) ein, so ergibt sich
b= q i 'bzw.lic e ir

2. Beweismdglichkeit:
Addition von (1), (2), (3) ergibt 3(a+b+c) = a+b+c + 2(p+q+r).
also ‘ a+b+c = p+q+r. (6)
Aus (6) zusammen mit (1) bzw. mit (2) bzw. mit (3)
folgt c = bz b= g bzws alis D

Abb. L 260836




