A 9;I XXV, Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3, Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 9 - 1, Tag =

'Achtungx Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, mussen alle
verwendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen
werden, Der Ldsungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein. Die Gedankengénge und Schliisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien S&étzen darzulegen.

250931
a) Beweisen Sie, daB es eine natiirliche Zahl N gibt, fiir die die
folgende Aussage (1) giltl!

(1) Fur jede natiirliche Zahl n, fir die n € N ist, kann eine
Quadratflédche F in genau n Teilquadrate Ty cees Tn zer=
legt werden. (Dabei sollen die Fléchen T1, elelels Tn die
Fléche F vollsténdig ausfillen; sie brauchen nicht unter-
einander kongruent zu sein,) ;

b) Ermitteln Sie die kleinste natlirliche Zahl N, fir die die

Aussage (1) giltl

250932 o
Ermitteln Sie alle diejenigen Paare (a, b) von zweistelligen
Zahlen a und b, fir die folgendes gilt:
Bildet man durch Hintereinanderschreiben von a und b in dieser
Reihenfolge eine vierstellige Zahl z, so ist

z= (a+ b)z. .

250933
Das Volumen eines regelmiéBigen Tetraeders sei Vy, das Volumen

seiner Umkugel sei Ve
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Berechnen Sie das Vo\"hiltn:ls‘VK:VT und runden Sie es ganzzahlig
(d. h., ermitteln Sie die zu VeiVr nidchstgelegene ganze Zahl)!
Dabei kénnen die (auf eine bzw, zwei Dezimalen nach dem Komma
genauen) N&herungswerte V3 = 1,7 und T = 3,14 verwendet wer-
den,



A 9;II XXV, Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 9 . = 2, Tag -

250934

Die acht Zahlen 1, 2, ..., 8 sollen so auf die Eckpunkte eines

Wirfels verteilt werden, daB dabei folgende Bedingungen erfillt

sind:

(1) Jedem Eckpunkt des Wirfels wird genau eine der acht Zahlen
zugeteilt, jede dieser Zahlen soll in der Verteilung vor-
kommen,

(2) Addiert man auf jeder Seitenfléche des Wirfels die vier Zah-
len an den Eckpunkten dieser Seitenfléche, so ergibt sich
auf allen sechs Seitenfl&chen dieselbe Summe.

Es sollen mdglichst viele Verteilungen der acht Zahlen auf die

Eckpunkte so zusammengestellt werden, daB jede dieser Vertei=-

1un§en die Bedingungen (1), (2) erfullt und daB keine zwei die-

ser Verteilungen zueinander kongruent sind, d. h. durch Drehung
oder Spiegelung ineinander Ubergefiihrt werden kénnen.

Ermitteln Sie die Anzahl der Verteilungen, die in einer solchen

Zusammenstellung auftreten!

250935

In einem beliebigen spitzwinkligen Dreieck ABC sei A®’ der FuB-
punkt der durch A gehenden HG6he, B' der FuBpunkt der durch B
gehenden Héhe und S der Schnittpunkt dieser beiden Héhen.
Beweisen Sie, daB unter diesen Voraussetzungen stets

AB : A’B' = AS : SB' giltl

250936
a) Ist durch den Term
z= V192 + 96 . ¥3 + V192 - 96 - 3
eine Zahl definiert?
b) Wenn dies der Fall ist, ist z rational?
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L 9:1 XXV. Olympiade Junger Mathematiker

der Deutschen Demokratischen Republik
3, Stufe (Bezirksolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 - 1, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fur die

1, stufe gelten auch fir die 3. Stufe.

250931) Lésung: 6 Punkte

I,

II.

Es gilt: Fur jede natirliche Zahl n, fir die n 2 6 ist,

kann eine Quadratfléche F in genau n Teilquadrate zerlegt

werden. (Beweis wie in 250913 ausgefﬁhrtl.)

Es gilt: Eine Zerlegung einer Quadratfléche F in genau fanf

Teilquadrate ist nicht mdglich.

Beweis: Angenommen, eine Quadratflédche F = ABCD der Seiten-

lénge AB = a wére in genau funf Teilquadrate Ty, ..., Tg

zerlegt. Da diese sémtlich kleinere Flédcheninhalte, also

such kleinere Seitenléngen als ABCD haben missen, gehért

jeder der Eckpunkte A,B,C,D zu einem anderen Teilquadrat als
die anderen drei Eckpunkte; da-
mit sind vier Teilquadrate, etwa

D ﬁ: c T T T3:Tys erfaBt. Diejenigen

T

in A Seiten dieser vier Teilquadrate,
die auf jeweils einer der Seiten
1R AB,BC,CD,DA des Quadrates ABCD
Rt liegen, zerlegen entweder diese
Ty iTgi T Seite vollstandig in zwei Teil=
A % é B strecken oder lassen im Innern

dieser Seite eine Teilstrecke
“als Licke frei, Da es auBer den
Teilquadraten T1,T2,T3,T4 noch
genau ein Teilquadrat T5 gibt, enth&lt genau eine der vier
Seiten AB,BC,CD,DA eine solche Licke,0.B.d.A, die Seite AB;
die Bezeichnungen seien wie in Abbildung L 250931 gewdhlt.
Dann folgt

AP, + BF, = AP, + BP, = (a - DF,) + (a - TP,)

Py P (BF: + EF;) = 28 - (EF; + CF;) = 2a - a

Abb, L 250931
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Das steht im Widerspruch zu Py # Pq3 somit ist die Behaup-
tung II., bewiesen. :

Mit I, ist bewiesen, daB ‘(1) fir N = 6 gilt; damit ist der in

a) geforderte Beweis erbracht.

Mit I, und II., ist bewiesen, daB N = 6 die in b) gesuchte klein-
ste naturliche Zahl ist, fir die (1) gilt.

1 Vom Schiler wird entweder ein Zitat als (aus 250913) bekannte
Aussage oder die Ausfihrung eines Beweises verlangt.

250932) Ldésung: 7 Punkte
I. Wenn a, b und z die geforderten Eigenschaften haben, so gilt
einerseits 10 S 2 S 99 und 10 § b.S 99 sowie z = 100a + b und

1000 § z < 10000, andererseits z = (a+b) Daraus folgt

einerseits 312 = 961<(a + b) < 10000 = 1002, also

31<a + b <100, (1)
andererseits (a + b)2 = 100 a + b,

(a + b)2 = (a + b) = 99a,

(a +-b) - (a + b= 1) = 99a, (2)

Daher ist eine der beiden naturlichen Zahlen a+b, a+b-1 durch

3 teilbar,

1. Ist a+b durch 3 teilbar, so a+b=1 nicht. Also ist wegen
(2) dann a¢b sogar durch 9 teilbar.

Ware a+b auch durch 11 teilbar, so auch durch 99, woraus
wegen (1) sogar a+b = 99 folgte. Aus (2) ergédbe sich damit
99 - 98 = 99a, also a = 98 und folglich b = 99-a = 1, im
Widerspruch zu b 2 10,

Also ist a+b nicht durch 11 teilbar, und folglich muB
a+b-1 wegen (2) durch 11 teilbar sein; also 1&Bt dann a+b
bei Division durch 11 den Rest 1. Wegen (1) folgt, daB a+b
eine der Zahlen 34, 45, 56, 67, 78, 89 ist, Von diesen ist
aber nur 45 durch 9 teilbar. Aus (2) ergibt sich hierfir
45 . 44 = 99a, also a = 20 und folglich b = 25,

‘2. Ist a+b-1 durch 3 teilbar, so a+b nicht. Also ist dann
a+b-1 sogar durch 9 teilbar. Wére a+b-1 auch durch 11 teil-
bar, so auch durch 99; also lieBe dann a+b bei Division
durch 99 den Rest 1, was (1) widerspricht.




L 9;1

Somit muB a+b durch 11 teilbar und daher wegen (1) eine

der Zehlen 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99 sein. Hiernach ist

a+b-1 eine der Zahlen 32, 43, 54, 65, 76, 87, 98. Von die

sen ist aber nur 54 durch 9 teilbar. Aus (2) ergibt sich

hierfiir 55 « 54 = 99a, also a = 30 und folglich b = 25,
Also kénnen die gewiinschten Eigenschaften nur vorliegen,
wenn (e,b) eines der Paare (20,25), (30,25) ist.

II. Diese Paare haben die gewinschten Eigenschaften, wie aus
(20 + 25)2 = 452 = 2025, (30 + 25)2 = 552 = 3025 ersicht-
lich ist.

Mit I, und II., ist bewiesen, daB genau die Paare (20,25) und

(30,25) die geforderten Eigenschaften haben.

Hinweis zur Korrektur:

Falls ein Schiler auch das Paar (98,1) mit der ausdricklich bei-
gefiigten Definition nennt, daB er 1 durch Anwendung der Schreib-
weise O1 den Begriff “zweistellige Zahl" zuordnet, so ist hier-
fior kein Punkt abzuziehen.

250933) Ldsung: 7 Punkte
Wenn a die Kantenlénge, F der Flécheninhalt einer Seitenfléche
und h die H3henlénge des regelmiéBigen Tetraeders ist, so gilt

2 g
F-%. ..gﬁ-'jﬁ'undh--\/az- (§-§ﬁ‘)2-§{é‘, also®

3
v = 13 V2.

Der Mittelpunkt der Umkugel f&llt mit dem Schwerpunkt des regel-
méBigen Tetraeders zusammen., Der Schwerpunkt und jeweils drei
Eckpunkte des Tetraeders sind die Eckpunkte von vier paarweise

1einander kongruenten Teiltetraedern. In jedem von ihnen ist
die vom Schwerpunkt des regelméBigen Tetraeders ausgehende Hohe
eine Teilstrecke einer von dessen Héhen; die jeweils zugehdrige
Seitenfléche ist fir beide Hohen dieselbe. Die Summe der Volu-
mina der Teiltetraeder ist das Volumen des regelméBigen Tetrae-
ders., Daraus folgt, daB die genannten Hbéhen der Teiltetraeder .
die Lénge % haben. Fir den Umkugelradius r gilt somit1 h=r=+ %,

also r = %h = %V?; folglich ist
43 Ta
Yim ®Moilsl CeRi e
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Das gesuchte Verhdltnis betrégt somit
i 3T
VK'VT = —Tﬁ
Mit T=3.14 und VT ~ 1,7 ergibt sich 3T~9,42, 30 = 4,71,

ViV = 8,007 =~ 8,
Ein zweiter Lésungsweg ergibt sich. mit Hilfe der Feststellung,
-~ daB die Ecken, A,C,F,H eines Wir-
fels W = ABCDEFGH (Abb. L 250933)

ein regelmaBiges Tetraeder T bil-

H G
4;;’
; den. W und T haben dieselbe Um-
c kugel K.
7~
A B

Hat W die Kantenldnge c, so hat
[T die Kantenlénge a = cV2 und]
K den Radius %V?, also ist

3
C
Abb. L 230933 v = 1§ 3.

3
Ferner ist V. = Eg (Beweis [wie im 1. Ldsungdweg oder] durch
Abschneiden der Pyramiden ABCF, ACDH, CFGH, AEFH von W) und

: 3T
somit VK'VT = Sy '{5‘.

Anmerkung:
DaB 8 die zu V,:Vq ndchstgelegene ganze Zahl ist, kann folgender-

maRen bewiesen werden:
Weil auf 2 Dezimalen genau T x 3,14 und auf 1 Dezimale genau
+3 ~1,7 ist,. folgt z. B,

3,12'<" ' < 3,16

9,36 < 3T 9,48

<
4,68 <21 < 4,74
7,722 = 4,68 -1,es<-:"-’2r-l? < 4,74 + 1,75 = 8,295,

1 Zu der jeweils folgenden Formel (wie auch zu einigen der vor-
angehenden und der nachfolgenden Aussagen) ist es mbglich, den
betreffenden Sachverhalt (etwa wie oben, z. T. auch noch knap-
per) als bekannt zu zitieren; andernfalls eind ausfihrlichere
Beweise erforderlich,

2 Ein solcher Beweis wird nicht vom Schiler verlangt.



L 9;II XXV, Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3, Stufe (Bezirksolympiade)

Lésungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 9 - 2, Tag =
250934) Ldsung: 7 Punkte
Fir jede Verteilung, die die Be-
H G dingungen (1), (2) erfullt, gilt:
‘ Die Zahlen a, b, ..., h, die den
E 1 1F Eckpunkten A, B, ..., H (s. Abb,
l L 250934) zugeteilt werden, sind
)E__._._ (of die Zahlen 1, 2, ..., 8 in einer
S ' anderen Reihenfolge. Nach geeigne-
A B ter Drehung wird jede solche Ver-
teilung in eine mit
Abb. L 250934 e (3

tbergefihrt; ferner kann nach eventueller Spiegelung an der Ebene
durch A,C,G,E oder durch A,F,G,D oder durch A,H,G,B, also nach
sventueller Vertauschung von B,D oder von B,E oder von D,E

b<d<e (4)
srreicht werden., Da andererseits bei Festlegung von A,8,D,E
durch (3),(4) keine Bewegung mehr méglich ist, die einen Punkt
#ndern wirde, so ergibt sich eine Zusammenstellung der geforder-
ten Art, wenn man (z, B,) alle diejenigen Verteilungen zusammen-
stellt, die den Bedingungen (1),(2) und (3),(4) genlgen,
Da der Wirfel genau sechs Seitenfléchen hat und jeder Eckpunkt
zu genau drei Seitenfléchen gehbrt,‘gilt bei jeder Verteilung,
die diesen Bedingungen geniigt, fir die in (2) genannte Summe s
die Gleichung

6¢s = 3.(a+b+ ... +h)=23.(1+2+,,, +8) = 3.36,
also s = 18,

Aus : y

a+b+c+d=18=c+d+ g+ h (5)
folgt weiter

a+ba=g+h, (6)
Ebenso ergibt sich

c+ d i e + f; 7
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auBerdem ist nach (5) die Summe der beiden in (6) und (7) auf=-
tretenden Zahlen gleich 18.
Entsprechend sind

a+ds=f+gundb+c=e+h ( {8)
zwei Zahlen mit der Summe 18 sowie
a+emc+gundb+ f=d+ h (9)

zwei Zahlen mit der Summe 18,
Nach (3) und den Aussagen uber (6),(7),(8),(9) kommen fiur a+b,
a+d, a+e nur die Werte 3, 4, ..., 9 in Betracht und jeweils zu-
gehérig fur c+d, b+c, b+f nur die Werte 15, 14, ..., 9. Ferner
missen diese Werte geméB (6),(7).(8),(9) jeweils auf zwei unter=
schiedliche Weisen als Summe zweier der Zahlen 1, ..., 8 dar-
stellbar sein, wobei - jeweils fir zusammengehdrige Werte in
solchen zweimal zwei Summendarstsllungen - insgesamt alle acht
Zahlen 1, ..., 8 vorkommen miissen. Damit scheiden fir a+b, a+d,
a+e die Werte 3 und 4 aus; denn ihre einzige Darstellung als
Summe zweier der Zahlen 1, ..., 8 ist 3 = 1+2 bzw. 4 = 143, Fer-
ner scheidet der Wert 6 aus, da er und der zugehérige Wert 12
nur die Darstellungen 6 = 1+5 = 2+4, 12 = 4+8 = 5+7 haben, worin
nicht alle Zahlen 1, ..., 8 vorkcmmen.
Somit verbleiben fir a+b, a+d, a+e nur die Werte 5,7,8,9, wegen
(3) fur b,d,e also nur 4,6,7,8. Nach (4) gibt es hierunter fur
(a;b;d) nur die Méglichkeiten (1;4;6), (1:4;7), (1:6:7).

Aus (5) folgt hierzu jeweils c=7, c=6, c=4,
Damit verbleibt
in allen drei F&llen nur e=8
und a+b+e+f = 18; b+c+f+g = 18 ergeben
fa5, f=5, f=3; -

. g=2, g=3, g=5,
wonach nur noch - h=3, h 2, h=2
verbleibt,

Man bestdtigt fir diese drei Verteilungen, daB sie auBer (1),
(3),(4) und den schon durch die bisherige Rechnung erfiillten
drei Teilforderungen von (2) auch die restlichen Bedingungen
a+d+e+h = c+d+g+h = e+f+g+h = 18 erfillen. Damit ist eine Zusam-
menstellung, wie sie in der Aufgabe genannt war, gefunden; die
gesuchte Anzahl ven Verteilungen betrigt 3.
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Hinweis zur Korrektur:

Es gibt mehrere Méglichkeiten, durch Ansétze des Durchmusterns
solche Verteilungen auszuscheiden, die (1),(2) nicht erfullen.
Hierbei muB (insbesondere bei tabellarischem Vorgehen) aus der
Darstellung. hervorgehen, daB alle in Frage kommenden F&lle erfaBt
sind, Ferner muB nachgewiesen sein, daB die verbleibenden Félle
die Bedingungen (1),(2) vollsténdig erfuillen und daB sie paar-
weise inkongruent sind (soweit diese Nachweise nicht bereits im
vorangehenden Ermittlungsweg enthalten sind).

250935) Lésung: 6 Punkte

Da das Dreieck spitzwinklig ist, liegt S im Inneren des Dreiecks.
Die Dreiecke ASB' und BSA' sind nach dem Hauptéhnlichkeitssatz
&hnlich, da sie in den rechten Winkeln bei B* bzw. A' und den
Scheitelwinkeln bei S Ubereinstimmen.

Daraus folgt 8'S : AS = A'S : BS

und damit B'S : A'S = AS ; BS. (1)

Nach (1) und dem Satz lber Scheitelwinkel folgt nach dem Ahnlich- .

ceitssatz sws die Ahnlichkeit der Dreiecke
ABS und A'B'S,

Damit gilt (unter Beriicksichtigung von (1))

' AB : AS = A'B' : SB"

und damit
AB s A'B* = AS : SB', w.z.b.w.

Abb, L 250935

2. Ldsungsweg:

Nach dem Thalessatz liegen A' und B' auf dem Kreis mit AB als
Durchmesser. Also gilt¥XA'AB = ¥ BB'A' (Peripheriewinkel), d. h.
‘X SABE = X SB'A’, Hieraus und aus XASB = ¥ B'SA’ (Scheitelwinkel)
(oder auch, ebenfalls als Peripheriewinkel, ¥SBA = ¥SA'B') folgt
A ABS ~ AB'A'S und damit die Behauptung.
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250936) Ldsung: 7 Punkte

a) Wegen V3 <2 ist 96 + V3 <96 « 2 = 192, also 192 - 96 - V3'>0.
Ferner ist 192 + 96 ¢ V3 > 0, Daher sind in dem angegebenen
Term alle Radikanden positiv, also definiert er eine Zahl z.

b) FUr diese Zahl z gilt

22 = 192 + 96 « V¥ + 2 . Vo6(2 + V3) V96(2 - v3) + 192 - 96 7

=2 (192 +V96% . (4 - 3)|= 2. (192) « 96) = 2-288 = 242,

[wegen z > 0 elso z = 24]; damit ist z als rational nachgewie-
_sen,

2, Ldsungsweg zu b) (ohne Anwendung des Wurzelgesetzes g

Ye Vb = '\’l_b‘)z ‘
Es gilt (12 + 4 - V)2 = 144 + 96 - V3'+ 48 =. 192 + 96 + V3,
wegen 12 + 4 . V3> 0 also .

12+ 4.+5= Y192 + % . V3, (1)
Ebenso gilt (12 - 4 - VM2 u 192 - 96 - 7%,
wegen V3 <3, also 12 - 4 - V3' = 4(3 = Y3) > 0 also

12- 4. V3= V192 - 9 - V3. (2)

Aus (1) und (2) folgt durch Addition 24 = z,




