A 8;1 XXV. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 8 - 1, Tag ~-

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle
verwendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen
werden. Der L&sungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein. Die Gedankengéinge und Schlisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

250831

Beweise folgenden Satz:

Es gibt keine Quadratzahl, die bei Division durch 3 den Rest 2
laB¢t,

250832

Brigade Schulz spielt im "Tele-Lotto (5 aus 35)" nach einem so=-

genannten "vollmathematischen System mit n Zahlen". Darunter

versteht man, wenn n eine natiirliche Zahl mit 5 <n § 35 iét,
folgendes System:

Es werden von der Brigade genau n der Zahlen 1, 2, ..., 35 aus-

gewéhlt, und dann werden in der Menge dieser n Zahlen alle ver-

schiedenen Teilmengen aus je finf Elementen ermittelt. Jede die-
ser Teilmengen wird als Tip abgegeben.

a) Die Brigade spielt nach einem “"vollmathematischen System mit
6 Zahlen". Bei der nachfolgenden Ziehung im Tele-Lotto stellt
sich heraus, daB genau vier der finf Gewinnzahlen unter den
sechs von der Brigade in ihrem System verwendeten Zahlen vor-
kommen,

Ferner werden nach dieser Ziehung folgende Gewinnquoten be-
kanntgegeben: Fir jeden Tip mit genau drei richtig getippten
Zahlen gibt es 20 M, fir jeden Tip mit genau vier richtig
getippten Zahlen-gibt es 400 M, fir jeden Tip mit finf rich-
tig getippten Zahlen 3000 M,

Ermittle den hiermit zustandekommenden Gewinn der Brigadel
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b) Die Brigade spielt nach einem "vollmathematischen System mit
7 Zahlen"”. Bei einer Ziehung wird festgestellt: Genau vier
der funf Gewinnzahlen kommen unter den sieben von der Bri=-
gade verwendeten Zahlen vor. Die Gewinnquoten sind disselben
wie in a).
Ermittle ebenfalls den Gewinn der Brigade!

Hinweis:

Die Kosten, d. h. der Spieleinsatz, sollen in beiden Aufgaben
nicht bericksichtigt werden.

250833
Ee sei g eine gegebene Gerade. Ferner seien zwei Punkte A, B
gegeben, die beide nicht auf g liegen, deren Verbindungsstrecke
AB aber g schneidet und nicht auf g senkrecht steht.
Fur einen Streckenzug APQB seien folgende Bedingungen (1), (2),
(3) gefordert:
(1) Die Punkte P und Q liegen auf g.
(2) Die Gerade durch A und P ist parallel zur Geraden durch

B und Q.
(3) Die Strecke PQ hat die Lénge t = 6 cm.

a) Beweise, daB jeder Streckenzug APQB, der die Bedingungen
(1), (2), (3) erfillt, durch eine Konstruktion (aus gegebe-
nen g, A, B und der gegebenen Lénge t = 6 cm) erhalten wer-
den kann!

b) Beschreibe eine solche Konstruktionl

c) Beweise, daB jeder Streckenzug APQB, der nach dieser Be-
schreibung konstruiert werden kann, die Bedingungen (1), (2),
(3) erfulltl

d) wdahle selbst eine Gerade g und Punkte A, B, wie oben beschrie-
ben, und konstruiere dazu alle diejenigen Streckenziige APQB,
die die Bedingungen (1), (2), (3) erfullen! (Ein Beweis, daB
alle verlangten Streckenzige konstruiert wurden, wird nicht
gefordert.)



A 8;1I XXV, Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3, Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 8 - 2, Tag =

250834

Es sei k ein Kreis, sein Mittelpunkt sei M. Eine Sehne von k,
die nicht Durchmesser ist, sei AB, Ferner sei t die in A an k
gelegte Tangente, und C sei der FuBpunkt des von B auf t geféall-
ten Lotes.

Beweise, daB unter diesen Voraussetzungen die Gerade durch
A und B stets den Winkel <<CBM halbierti

250835

von Lew Nikolajewitsch Tolstoi (1828 bis 1910), einem bedeuten-
den russischen Schriftsteller, stammt folgende Aufgabe:
Schnitter sollen zwei Wiesen mahen. Am Morgen begannen alle, die
groBere Wiese zu médhen. Vom Mittag dieses Tages an teilten sie
jedoch die Arbeit anders ein: Die Halfte der Schnitter verblieb
‘beim Mahen der ersten Wiese, die sie bis zum Abend fertig méh-
ten. Die anderen Schnitter gingen zum Mé&hen der zweiten Wiese
iber, deren Flacheninhalt gleich dem der H&lfte der ersten war,
und arbeiteten bis zum Abend. Nun blieb auf der zweiten Wiese
ein Rest, fiir den ein Schnitter allein einen ganzen Tag bend-
tigte. Wieviel Schnitter waren am ersten Tag bei der Arbeit?
Anmerkung: Es sei vorauegesetzt, daB jeder Schnitter an jedem

vormittag eine gleichgroBe Fléche wie an jedem Nachmittag maht
und daB diese Arbeitsleistung aller Schnitter die gleiche ist.

250836 Es sei PQRSTU ein gerades drei-
U seitiges Prisma, dessen Grund-
a flache ein gleichschenklig-recht-
R winkliges Dreieck PQR ist
(Abb. A 250836).
a Die Hbhenlénge des Prismas sei
(! gleich der Kathetenlénge a des
P 5 Q Dreiecks PQR.

Abb, A 250836
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Gesucht ist eine Ebene E, die parallel zu einer der quadrati-
schen Seitenfléchen F des Prismas verlduft und die das Prisma
in zwei Teilkdrper zerlegt, deren Volumina sich in irgendeiner
Reihenfolge wie 9:16 verhalten.

Ermittle zu gegebenem a alle diejenigen Werte, die der Abstand
zwischen der Seitenfldche F und einer solchen Ebene E betragen
kannl



L 8;1 XXV, Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8 - 1, Tag ~

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L&sungen fir die
1. Stufe gelten auch fur die 3. Stufe.

250831) Lbsung: 5 Punkte
Ist n eine natiirliche Zahl, so gilt entweder n = 3k oder
ne=23k + 1 oder n = 3k + 2, wobei k eine natirliche Zahl ist,

Ist nun n = 3k, so ist n2 = 9k2 durch 3, teilbar,

Ist jedoch n = 3k + 1, so 1l&Bt n2 = 9k + 6k + 1 = 3(3k2 + 2k)+1

bei Division durch 3 den Rest 1.

Ist schlieBlich n = 3k + 2, so 188t n2 = 9k2 + 12k + 4 = 9k2 +
412k + 3+ 1 = 3 (3k2 + 4k + 1) + 1 bei Division durch 3 eben-

falls den Rest 1.

In den betrachteten Féllen sind die Quadrate aller natirlichen

Zahlen erfaBt., Der Rest 2 tritt also bei Division von Quadrat-~

zahlen durch 3 nicht auf, w.z.b.w.

250832) Lbsung: 7 Punkte "

a) In der Menge der sechs von der Brigade verwendeten Zahlen
gibt es genau sechs verschiedene Teilmengen aus je finf Elemen-
ten; diese Teilmengen entstehen némlich, indem man jeweils eine
der sechs Zahlen wegléBt.

Genau zwei der sechs Zahlen sind nicht Gewinnzahlen. Daher gibt
‘es unter den von der Brigade abgegebenen Tips genau die beiden
folgenden Sorten (1), (2):

(1) Tips mit’ genau einer Zahl, die nicht Gewinnzahl ist,

(2) Tips mit den beiden Zahlen, die nicht Gewinnzahl sind.

Von der Sorte (1) gibt es genau zwei Tips, némlich genau die-
- jenigen, in denen die vier Gewinnzahlen und eine der beiden
anderen Zahlen stehen,

Von der'SOrte (2) sind folglich genau die vier anderen Tips des

Systems.
Somit ergibt sich der Gewinn
2 » 400M+ 4 - 20M = 880 M.
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b) In der Meﬁge der sieben von der Brigade verwendeten Zahlen
gibt es genau 21 verschiedene Teilmengen aus je finf Elementen.

Diese entstehen némlich, indem man Jeweils genau zwei der sieben
Zahlen wegléBt, und das kann
entweder die’ erste der sieben Zahlen und eine der sechs ibrigen
sein (sechs Mdglichkeiten)
oder die zweite und eine der funf von der ersten und zweiten ver=-
schiedenen Zahlen (funf Méglichkeiten)
oder die dritte und eine der vier von der ersten bis dritten
verschiedenen Zahlen (vier Mdglichkeiten)
oder die vierte und eine der drei von der ersten bis vierten
verschiedenen Zahlen (drei Méglichkeiten)
oder die funfte und eine der zwei von der ersten bis finften ver=-
schiedenen Zahlen (zwei Mégiichkeiten)
‘oder die sechste und die siebente Zahl (eine Mdglichkeit);
die Anzahl dieser Teilmengen ist somit 6+5+4+3+2+1 = 21,
Genau drei der sieben Zahlen sind nicht Gewinnzahlen. Daher gibt
es unter den von der Brigade abgegebenen Tips genau die drei fol-
genden Sorten (1), (2), (3): ‘
(1) Tips mit genau einer Zahl, die nicht Gewinnzahl ist,
(2) Tips mit genau zwei Zahlen, die nicht Gewinnzahl 'sind,
(3) Tips mit den drei Zahlen, die nicht Gewinnzahl sind.
von der Sorte (1) gibt es genau drei Tips, namlich genau dieje-
nigen, in denen die vier Gewinnzahlen und eine der drei anderen
Zahlen stehen.
Von der Sorte.(3) gibt es genau sechs Tips, n&mlich genau dieje-
nigen, in denen auBer den drei Zahlen, die nicht Gewinnzzhl sind,
noch zwei der vier Gewinnzahlen stehen, und das sind
entweder die erste und eine der drei anderen Gewinnzahlen (drei
Méglichkeiten)
oder die zweite und eine der beiden von der ersten und zweiten
verschiedenen Gewinnzahlen (zwei Méglichkeitén) ’
oder die dritte und vierte Gewinnzahl (eine Mdglichkeit).
von der Sorte (2) sind folglich genau die 21-3-6 = 12 anderen
Tips des Systems, { y :
Somit ergibt sich der Gewinn

3 +« 400M + 12 - 20 M = 1440 M,
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Anmerkung: '

Die wiederholt verwendete Anzahl aller k-elementigen Teilmengen
einer n-elementigen Menge kann auch als Hilfsaussage allgemein
bewiesen oder als bekannter Sachverhalt zitiert werden, statt sie
wie hier jeweils in den 'bendtigten Einzelf&llen herzuleiten.

Hinweis zur Korrektur:

Wird ein Ldésungsweg unter tabellaristher Aufz#éhlung von (jeweils
zu diskutierenden) Féllen ausgefihrt, so muB - fir eine Wertung

als vollsténdiger Lﬁsungsweg - aus der Darstellung hervorgehen,

daB die Aufzdhlung alle Félle umfaBt, - 9

250833) Lésung: 8 Punkte
a) Wenn ein Streckenzug APQB
die Bedingungen (1), (2),
(3) erfillt, so folgt:
k ‘ t B Die Gerade p durch A und P
S . ist nach (1) und den Vor-
aussetzungen Ulber g,A

9 P T Q nicht parallel zu g; sie

9 schneidet daher die Paral-
lele h durch B zu g in
einem Punkt S.
Flir diesen gilt SB || PQ
und nach (2) auch PS |l QB.
Also ist PQBS ein Paralle-
logramm; hieraus und aus
(:3) folgt

Abb. L 250833a 5B = PQ = t.

Somit liegt S auf dem Kreis k um B mit dem Radius t = 6 cm.

Ferner folgt, daB P auf g und auf AS liegt und daB'Q auf g

und der Parallelen q durch B zu AS liegt.

Damit ist bewiesen, daB jeder Streckenzug APQB, der (1), (2),

(3) erfdllt, durch folgende Konstruktion arhalten werden kann:

b) [1] Man konstruiert die Parallele h durch B zu g.

[2] Man konstruiert den Kreis k um B mit dem Radius t = 6 cm
und bezeichnet einen Schnittpunkt von h und k mit S.

[3] Man konstruiert die Gerade p durch A und S und bezeichnet
den Schnitfpunkt von p und g mit P,



g T

c)

d)

[4] Man konstruiert die Parallele q durch B zu p und bezeich-
net den Schnittpunkt von q und g mit Q.

Fir jeden Streckenzug APQB, der nach dieser Beschreibung

konstruiert wird, gilt:

Nach [3] und [4] liegen P und Q auf g; d. h., (1) ist erfullt.

Nach [3] und [4] gilt ferner p || q; A und P liegen auf p;

B und Q liegen auf q; also ist (2) erfiullt.

Nach [1], [3] und [4] ist PQBS ein Parallelogramm; hieraus

und aus [2] folgt PQ = BS = 6 cm; d. h., (3) ist erfillt.

Gefordert wird eine Konstruktion, die (wegen der Mdglich-

keit, 'in Konstruktionsschritt [2] jeden der beiden Schnitt-

punkte S,,S, von h und k mit S zu bezeichnen) genau zwei

Streckenziige ergibt (in Abb. L 250833b mit AP,Q.B, AP2028

bezeichnet). Eine Begrindung dieser Anzahl wird nicht ver-

langt, ebenfalls nicht die Feststellung, daB die beiden

Streckenzige nicht zueinander kcngruent sind (wie sich aus

der Voraussetzung ergibt, daB AB nicht senkrecht auf g steht).

Abb., L 250833b
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3. Stufe (Boiirksolympiade)

Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8 - 2, Tag -

250834) Ldsung: ; 5 Punkte
Der Beriuhrungsradius

MA steht senkrecht auf t.
Deshalb und nach Vor=- C-;/
aussetzung stehen AM
und CB senkrecht auf t
-und sind nach Umkehrung
des Satzes Uber Stufen-
winkel an geschnittenen ' AT
Parallelen parallel zu-
einander. Da ¥ MAB und
¥ ABC Wechselwinkel an
geschnittenen Paralle-
len sind, gilt Abb. L 250834 )
X ABC = &£ MAB, (1)
Andererseits ist das Dreieck AMB gleichschenklig mit AM = L, ]
(Radius), und es gilt

X MAB = X ABM (Basiswinkel). (2)
Aus (1) und (2) folgt unmittelbar & ABC = X ABM, und damit ist
gezeigt, daB AB den Winkel 4 CBM halbiert.

t

250835) Lésung: 7 Punkte

Wenn am ersten Tag x Schnitter bei der Arbeit waren, so gilt:
Das M&hen der zweiten Wiese ist die halbe Tagesleistung von i
Schnittern, vermehrt um die Tagesleistung von einem Schnitter.
Das Mahen der ersten Wiese ist eine doppelt so groBe Leistung;
es ist also die Tagesleistung von % Schnittern, vermehrt um die
Tagesleistung von zwei Schnittern, .

Andererseits war das Méhen der ersten Wiese die halbe Tageslei.
stung von x Schnittern, vermehrt um die halbe Tagesleistung

von % Schnittern.
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Daher gilt
2 = %x,
x = 8,

Folglich waren am ersten Tag acht Schnitter bei der Arbeit.
Hinweis zur Korrektur:

Eine Probe ist zu einer vollst&ndigen Ldsung der Aufgabe nicht
erforderlich, da die Existenz einer Anzahl, die dis Bedingungen
der Aufgabe erfullt, aus dem Aufgabentext hervorgeht.

250836) Losung: " 8 Punkte

Fur jede Ebene, die (0.B.d.A.)
parallel zur Seitenfldche F .= PSRU
verléuft und das Prisma in zwei
Teilkbérper PXYRSWZU und XQYWTZ
zerlegt (Abb. L 250836), gilt:
Die Teilkdrper sind Prismen der,
gleichen Hdhenlénge a; ihre Volu-
mina verhalten sich also wie die
Flacheninhalte ihrer Grundfléchen
PXYR und XQY. Dabei ist wegen

XY Il PR, also (Stufenwinkel)

T QXY = ¥QPR = 90° und

Abb. L 250836 EXQY = XPOR = 45°, auch XQY ein
gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck. Mit _ﬁ = x ist folglich
auch XY = x, und XQY hat den Flacheninhalt Ex . Somit hat PXYR

den Flécheninhalt --a2 - %xz.

Daher hat die Ebene E genau dann die geforderte Eigenschaft,
wenn entweder
(82 = x2) : x2 = 9:16 oder x2 : (a% - x%)= 9:16
gilt. Dies ist der Reihe nach &quivalent mit
2 2 2 2 2 2
16(a” - x°) = 9x bzw., 16x“ = 9(a“ - x%),
1682 = 25x2 bzw. 25x2 = 9a° .

2
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und dies wegen a >0, x > 0 mit
X = % a bzw. X = % a.

Somit haben fgr den gesuchten Abstand PX gegau,dla beiagen Werte
a - x = ga und a - x=ga )

die geforderte Eigenschaft.



