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XXIV., Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
+ 2., Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 10

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle
verwendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen

.werden, Der Ldsungsweg (‘einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein. Die Gedankengdnge und Schlisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien Sé&tzen darzulegen.

241021

Ermitteln Sie alle diejenigen Quadrupel (a, b, ¢, d) von reellen.
Zahlen a, b, c, d, die das folgende Gleichungssystem (1), (2),
(3),'(;) erfillent \ ‘

a® + bc = 0, » (1)

ab + bd = 0, ' (2)

ac + cd = O, ' ’ ' (3)

bec + d = 0. (4)
241022 .

von einem Dreieck ABC wird vorausgesetzt, daB es nicht stump f-
winklig ist und daB fir die zu AB senkrechte Hohe CD die Glei-
chung

TO - AT = AD - BC
gilt. N .
Beweisen Sie, daB durch diese Voraussetzungen die GriBe Y des

- Innenwinkels <iACB eindeutig bestimmt ist! Ermitteln Sie diese

winkelgréBe T !

241023

Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen Zahlen z, fir die fol-
gendes gilt:

Streicht man aus der Zifferndarstellung von z die letzte Ziffer,
so entsteht die Zifferndarstellung einer Zahl, die ein Teiler
von z ist, l
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‘Die Abbildung A 241024 stellt
den GrundriB eines Kdrpers in
senkrechter Eintafelprojektion
sowie den dazugehdrigen Hohen-
maBstab dar. Dabei ist K' der
Mittelpunkt von C*D°*.

Zeigen Sie, daB es mindestens
zwei ebenfléchig begrenzte Koér-
per mit unterschiedlichem Volu-
men gibt, die diesen GrundriB,
diesen HéhenmaBstab und genau
die hierdurch festgelegten
Punkte A, B, C, D, E, F, K

als Eckpunkte habenl!

o' K’ c’
a a
: A\
A=E' a B=F'

Abb. A 241024

Als Lésung genugt die Aufzdhlung von (mindestens zwei) Kdérpern
der verlangten Art durch folgende Angaben: Jeweils eine Darstel-
lung des Koérpers in schréger Parallelprojektion, eine Aufzdhlung
seiner samtlichen Seitenfléchen (in der Schreibweise, daB UV...Z
dasjenige ebene Vieleck bezeichnet, das genau die Ecken U,

V, .., Z hat, die bei einer Umlaufung in dieser Reihenfolge
erreicht werden) und eine Berechnung des Volumens des Kdrpers

in Abhéngigkeit von der gegebenen Lénge a.
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' XXIV. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Lésungen und Punktbewertung:
Olympiadeklasse 10

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fir die
1. Stufe gelten auch fur die 2. Stufe.

241021) Lésung: 8 Punkte .

(I) Wenn reelle Zahlen a,b,c,d das Gleichungssystem erfillen,
so folgt: Ist b = O, so folgt aus (1) und (4), daB a = O
und d = 0 gilt. ) > . ' .
Ist b # 0, so folgt aus (1), daB ¢ = - g— gilt, und aus (2)
folgt a + d = 0, also d = = a.
Daher kénnen nur die folgenden Quadrupel das Gleichungs-
system (1), (2), (3), (4) erfullen:
(A) Alle Quadrupel (0,0,c,O)zmit beliebigem reellem c,

B) alle Quadrupel (a, b, -2, -a) mit beliebigem reellem a
. b
und beliebigem rellem b # O. !

(I1) Fur jedes in (A) genannte Quadrupel gilt
02 + 0+c = 0, 040 + 0.0 = 0, O+c + c+0 = 0, O+c + 02 = O,
d. h., es sind alle vier Gleichungen (1), (2), (3), (4)
erfallt,
Fur jedes in (B) genannte Quadrupel gilt

2

2
32'-1-' .b-(- -?r) = 0, a.b + b‘("a) = 0,
2 2 2
2
as(=g=) + (= g=) - (-a) =0, be(-F) + (- a)° = 0,
d. h., es sind ebenfalls alle vier Gleichungen (1), (2),
(3), (4) erfullt.

Mit (I) und (II) ist‘bewiesen: Das Gleichungssystem (1), (2),
(3), (4) wird genau von allen in (A) und (B) genannten Quadru-
- peln erfullt,

241022) Lésungs . 10 Punkte
Aus den Voraussetzungen folgt zunédchst, daB  BAC und < ABC klei-
ner als 90° sind; denn. im Fall JBAC = 90° ware D = A, also
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TA-AC .= 0-BC; im Fall W = 90°
wire D = B, also CB-AC = AB°BC und
folglich die Hypotenuse AC ebenso
lang wie die Kathete AB.
Nach Voraussetzung gilt

4 - 7 B CDO : BC = AD : AC.
. Wegen CD L AB gilt ferner
Abb. L 241022 ‘ IBOC = LCDA.

Da diese Winkel als rechte Winkel jeweils der léngsten Seite in
den Dreiecken BCD bzw. CAD gegeniberliegen, folgt somit '

ABCD ~ ACAD . '
und daraus . "JBCD = "JCAD = 90° - “JACD. (1)
Nach Voraussetzung liegt ferner D zwischen A und B, da das Drei-
eck ABC nicht stumpfwinklig ist. Daher gilt

7 = JACB = JACD + JBCD. o(2)
Hieraus folgt nach (1)
, 7= 2°. .

Damit ist der verlangte Beweis gefiihrt und y ermittelt.

Hinweise zur Korrektur: 1. Eine kommentarlose Verwendung von (2)
ohne Hinweis auf die Lage von D zwischen A und B ist nicht zu
einer véllsténdigen Lésung ausreichend. (Eine genauere Herlei-
tung dieser Lageaussage wird jedoch vom Schiiler nicht verlangt.)

2. Ein aus TD:AD = BC:AC und JTAD = I BAC (Vgl. Hinweis 11) dber
A ACD™~ A ABC verlaufender Losungsweg stoBt auf die Schwierig-
keit, daB auch CD < AD sein kann. Man kann dieser Schwierigkeit
z. B. dadurch begegnen, daB man den Satz verwendet, wonach aus
CD:AD = BC:AC und JCAD = JBAC auch dann AACD ~ AABC folgt,
wenn-die Voraussetzung <JCAD + JBAC # 180° zur Verfiigung steht.
Dieser Satz miBte dann zitiert oder vor seiner Verwendung bewie-

sen werden.

241023) Loésung: . 10 Punkte

Wenn eine natiirliche Zahl z die verlangte Eigenschaft hat, so
ist z = 10a + b mit natirlichen Zahlen a und b, fir die a >0 \

und 0 $ b § 9 gilt und a ein Teiler von 10a + b ist. Dann ist
. 108 + b und folglich auch b ein (ganzzahliges) vielfaches von a,
alsc a ein Teiler:'von b.

2 : /
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umgekehrt gilt: Wenn a und b natirliche Zahlen mit a>0 und
0Shb s 9 sind, fur die a ein Teiler von b ist, so ist b und
folglich auch 10a + b ein vielfaches von a, also hat dann

z = 10a + b die verlangte Eigenschaft.1

Daher erhélt man genau alle gesuchten Zahlen z, indem man b

alle naturlichen Zahlen mit O S b$ 9 und hierzu jeweils a alle
positiven Teiler von b durchlaufen 1laBt. Das ergibt die folgende
Aufzéhlung aller gesuchten Zahlen:

b |0 1 2 3 4

a |alle nat. a 2 1 1l 1] 2] 1] 3]1f| 2| 4

z | alle 10.a mit nat. a 2 1|11 |12 |22 |13 [ 33|14 |24 | 44

b 5 6 7 8 9

1 5 1 2 3 6 1 7 1 21.'4 8 1 3 9

lo

z |15|55| 16 | 26|36 |66 |17 |77 |18 | 28 |48 |88 |19 |39 | 99

- \

1 Statt dieser mehr verbalen Darstellung kann man auch in Formeln
von a | (10a + b) auf 10a + b = na, b = (n - 10)a mit natir-
lichem n, a | b und umgekehrt schlieBen.

241024) Lésung: 12 Punkte

Die Abbildungen L 241024 a bis e zeigen funf Beispiele von Koér-
pern der gesuchten Art in schréger Parallelprojektion. (Die
punktierten Wirfel-UmriBlinien, die den réumlichen Eindruck un--
terstitzen sollen, werden nicht vom Schiler verlangt.) Als L&sung

' geniigt es, zwei derartige Darstellungen und die zug;hérigen Anga-
ben aufzufihren.

Zu a: Seitenfléchen: ABCD, ADE, ABFE, BCF, CFK, CDK, DEK, EFK.
Der Koérper kann gebildet werden, indem man von dem Wiurfel
. ABCDEFGH die Pyramiden CGFK (Grundfléche CGF mit Fléchen-
inhalt %32' Lénge der zugehérigen Hohe GK = %a, also Volu-

men 1%33) und DHEK (zu CGFK spiegelbildlich) abschneidet.

Daher betragt das Volumen des Kdrpers s = 2-I%a3 = §a3.
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Zu d: Seitenfléch‘enx ABCD, ADE, AEK, ABK, BFK, BCF, CFK, CDK, DEK.
von ABCDEFGH abgeschnitten: CGFK, DHEK (wie in a), ABFEK
(Grundfldche ABFE mit Inhalt az, Hohenlénge a (Lot 'von K
auf EF)). .
valqmen des Korpers: 83 - 2--1%83 - %33 = %az'.

Zu e: Seitenfléchen: ABCD, ADE, AEK, AFK, ABF‘ BFK, BCK, CDK, DEK:
Von ABCDEFGH abgeschnitten: BCGFK DHEK (wie in ' b), AEFK
(Grundfléche AEF mit Inhalt -ia ’ Hohenlénge a).

Volumen des Korpers: a® - ga - T% 9 : 783

-3’ =
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Zu b: Seitenfléchen: ABCD, ADE, ABFE, BFK, BCK, CDK, DEK, EFK.
Von ABCDEFGH abgeschnittenx BCGFK (Grundfléche BCGF mit
Inhalt az, Hoéhenldnge GK = '2'8)' DHEK (Grundfléche DHE mit

Inhalt Eaz, Héhenlénge HK = -Ea)

Volumen des Kdérpers: a> - -ga - naz’ = %33.

Zu c: Seitenfléchen: ABCD, ADK, AEK, ABFE, BFK, BCK, CDK, EFK.
Von ABCDEFGH abgeschnitten: BCGFK (wie in b), ADHEK (spie-
gelbildlich). Volumen des Kérpers: as - 2. %as = %as. '

/



Empfehlung fir die Punktverteilung
OKL 10 : ;

241021

Notwendige Bedingung fur

b=0 1 (a, b, ¢, d) = (o, o, ¢, g)

b¥O0: (a, b, c, d) - (a, b, = EB, -a)
Nachweis, daB obige Quadrupel L&sungen sind
(Probe) (was auch mit &quivalenten Umformun-
gen ersetzt werden kann)

241022 -
Fehlt der Hinweis auf die Voraussetzung der
Spitzwinkligkeit, ist ein Punkt abzuziehen.

241023

Ableitung einer allgemeinen notwendigen

und hinreichenden Bedingung

Ermittlung der Zahlen z aus dieser Bedingung
(Werden einige der Zahlen durch Probieren
gefunden, kénnen bis 2 Punkte erteilt werden)

241024

Jje Kérper

Darstellung )
Aufzéhlung der Fléchen
Volumen '
fur beide Kérper ?

Gesamtpunktzahls 40

8

10

10

2
1
3

Punkte
Punkte
Punkte
Punkte

Punkte

Punkte

Punkte
Punkte

Punkte
Punkt

Punkte

insgesamt 12

Punkte



