A 91 XXIII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen‘Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 9 - 1., Tag -

Achtung: Bis auf solche Pakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen wer-
den., Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstrﬁktionen, Hilfslinien) mu8 deutlich erkennbar
sein, Die Gedankengénge und Schliisse sind in logisch
und grammatisch einwendfreien S#tzen darzulegen.

230931

Men ermittle alle Tripel (x;y;z) natiirlicher Zahlen mit folgen-

den Eigenschaften:

(1) x, y und z sind Primzahlen.

(2) Jede Ziffer aus den Zifferndarstellungen von X, y und z
(im dekadischen Zahlensystem) stellt eine Primzahl dar.

(3) Es gilt x< y.
(4) Es gilt x + ¥ = z.

Abb. A 230932
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In Abb. A 230932 ist ein Korper K
skizziert. Er besteht aus drei
Wirfeln der Kantenlénge 1 cm, die
in der angegebenen Anordnung fest
zusammengefﬁgt sind,.

Aus geniigend vielen Korpern die-
ser Gestalt K soll ein (vollstén-
dig ausgefiillter) Wiirfel W (Kan-
tenlénge n Zentimeter) zusammen—
gesetzt werden.

Ermitteln Sie alle diejenigen na-
tlirlichen Zahlen n > 0, fiir die
das moglich ist!
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In dem nebenstehenden Schema soll

E:ED in jedes Késtchen genau eine der

zehn Ziffern (des dekadischen Zah-
+ l:Dj 1'ensystems) so eingetragen werden,

daB jede der Zifferm 0,1,2,3,4,5,
b EI:I:D 6,7,8,9 eimmal vorkommt und daB
eine richtig gerechnete Additions-
Abb. A 230933 aufgabe entsteht. ;

Beweisen Sie, daB es nicht mdglich ist, durch eine solche Ein-
tragung auch noch die zusétzliche Forderung zu erfiillen, daB bei
der Ausfiihrung der Addition genau zwei Ubertrige auftreten!
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230934

Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zahlen x, fiir die
-5 S 5 <6

gilt!

230935

In einem Dreieck ABC schneide eine Parallele zu AB, liber deren
Lage sonst nichts vorausgesetzt werden soll, die Seite AC in

einem Punkt A1 zwischen A und C, und sie schneide die Seite BC

in B1. Ferner sei P auf AB ein Punkt zwischen A und B, iliber des-
sen Lage sonst ebenfalls nichts vorausgesetzt werden soll. Der
Flécheninhalt des Dreiecks ABC sei FO, der Flécheninhalt des Drei-
ecks A1B1C sei F1.

Ermitteln Sie den Fl&cheninhalt T des Vierecks A PB,C in Abhén-
gigkeit von FO and F1!

230936

Drei Schiiler X, ¥, Z diskutieren iiber die Moglichkeiten, ein
gleichseitiges Dreieck D in drei fléchengleiche Dreiecke D1, D2,
D3 zu zerlegen.

X behauptet: Es gibt genau drei verschiedene derartige Zerle-

gungen.,

Y behauptet: Es gibt genau vier verschiedene derartige Zerle-
gungen. )

Z behauptet: Es gibt mehr als vier verschiedene derartige Zer-
legungen. )

Welcher der drei Schiiler hat recht?
Zwei Zerlegungen von D (eimmal in Dy, Dy, D3, ein zweites Mal in
"Dty D2', D3') werden dabei genau dann als verschieden bezeich-

net, wenn es keine Reihenfolge der Bezeichnungen D4y Doty D3'
gibt, fir die D, % D,', D, 2 Dy', D3 = D3' gilt.
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Losungen und Punktbewertung
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A_M Die Bemerkungen im Vorspann zu den L¥sungen fiir die
1. Stufe gelten auch filr die 3., Stufe.

3:202}12 Losung: 6 Punkte

I. Wenn ein Tripel (x;y;z) natiirlicher Zahlen die verlangten

Eigenachaften hat, so folgt: .

Wiére x ungerade, so wegen (1) und (3) auch y, und es wire x & 3,

¥y £ 5, Nach (4) wire dann z gerade und z 2 8, also z keine Prime

gahl,im Widerspruch zu (1).

Daher ist x gerade, also x = 2. Hiermach und wegen (1),(4) sind
¥y und z zwei unmittelbaer (d. h, mit der Differenz 2)
aufeinanderfolgende Primzahlen. (=)

Hat y die Einerziffer b und z die Einerziffer c¢, so ist folglich

(b;c) eines der Paare (133), (335)’ (5;7). (7;9), (931)0

Nach (2) scheiden hiervon alle diejenigen Paare aus, die 1 oder 9

enthalten. Daher verbleiben fiir (bs;c) nur die Miglichkeiten

(3;5), (557).

Eine der Zahlen y, z ist also durch 5 teilbar und somit wegen

(1) selbst gleich 5. Daher und wegen (#) verbleiben nur die bei-

den Mtglichkeiten :

(y32) = (3;5), (y32) = (5;7).
Also ktnnen nur die Tripel (2;3;5) und (2;5;7) die verlangten
Eigenschaften haben.

II. Sie haben diese Eigenschaften; demn 2, 3, 5 und 7 sind Prim-
zahlen; es gilt 2 <3 bzw. 2 <5und 2 + 3 = 5 bzw, 2 + 5 = 7,

230932) L¥sung: 1 _Punkte

I. Wenn ein Wiirfel W der Kantenliénge n Zentimeter aus m Krpern
der Gestalt K zusammengesetzt werden kann, so 148t er sich auch
zusammensetzen aus

=3 em
Virfeln der Kantenléinge 1 cm. Daher ist n3 und somit auch n
durch 3 teilbar.

$o
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Also ist das Zusammensetzen eines Wiirfels W der Kantenléinge n
Zentimeter aus Korpern der Gestalt K nur moglich, wenn n durch 3
teilbar ist.

II. a) Fiir n = 3 ist ein solches Zu~
sammensetzen z. B. folgender=~
mafen moglich:

Aus je zwei Kdrpern der Ge-
stalt K kann man einen Quader
mit den Kantenléingen 1 cm,
2 cm, 3 cm zusemmensetzen. Aus
zwei solchen Quadern und drei
weiteren Korpern der Gestalt K
kann man ferner elnen Korper
der in Abb. L 230932 ersichtli-~
chen Gestalt zusammensetzen.
 Dieser 1&8%t sich dann durch
einen weiteren Quader der Kanfénléngen 1t emy  2cm, 3 em Zu
dem gesuchten Wiirfel ergénzen. X
b) PFiir jeden Wiirfel W einer Kantenlénge von n = 3k Zentimetern
(k = 2,3,...) ist ein Zusammensetzen aus Kdrpern der Gestalt K
ebenfalls moglich.
Er 188% sich némlich aus k° Wirfeln W' der Kantenlénge 3 cm
zusammensetzen (k Schichten aus Je k Reihen mit je k Wiir-
feln W') und jeder dieser Wiirfel W' nach a) aus Kbrpern der
Gestalt K.

Abb. L 230932

Mit I., II. ist gezeigt, daB genau die durch 3 teilbaren natiir-
lichen Zahlen n > O die geforderte Eigenschaft haben.

230 Losg 2 7 _Punkte

Fiir jede Eintragung, bei der eine richtig gerechnete Additions-
aufgabe entsteht, gilt:

Wenn bei einem der vier Additionsfélle (an der Einer-, Zehner-,
Hunderter~ und Tausenderstelle) kein Ubertrag vom vorhergehenden
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Additionsfall zu beriicksichtigen ist1, 80 sind von den beteilig-
ten Ziffern entweder genau zwel oder keine ungerade (das Letzt-
genannte, wenn die betreffenden Ziffern beider Summanden gerade
gind; das Vorhergenannte in den ilbrigen F&llen. Denn zwel gerade
oder zwel ungerade Ziffern in den Summenden filhren auf eine
gerade Ziffer in der Summe; eine gerade und eine ungerade Ziffer
in den Summanden aber fiihren auf eine ungerade Ziffer in der
Summe) .

Ist dagegen ein Ubertrag zu beriicksichtigen (der im Vergleich
mit dem Additionsfall ohne Ubertrag die Eigenschaft der Summe,
gerade oder ungerade zu sein, #ndert), so sind folglich von den
beteiligten Ziffern des betreffenden Additionsfalles entweder
alle drei oder gensu eine ungerade. y
Wére nun das Auftreten von genau zwei Uberirdgen mbglich, so er—
gébe sich als Anzahl aller iiberhaupt vorkommenden ungeraden Zif-
fern eine gerade Zahi (diese Anzahl wﬁrde.sich némlich zusammen-
setzen aus der Summe gerader Anzahlen in den Additionsféllen
ohne Ubertrag und aus genau zwei ungeraden Anzahlen in den Addi-
tionsféllen mit Ubertreg). Da es aber genau die fiinf ungeraden
Ziffern 1,3,5,7,9 gibt, widerspricht dies der Bedingung, daf
jede Ziffer gensu einmal vorkommt.

Damit ist bewiesen, daB die zusétzliche Forderung des Auftretens
von genaﬁ zwei Ubertrégen nicht erfiillbar ist.

Eine andere Losungsmoglichkeit besteht darin, erst alle Eintra-
gungen (ohne Einschrénkung der Anzahl der Ubertriége) zu ermit-
teln und dann festzustellen, daB sich darunter keine mit genau
zwei Ubertrégen befindet. Die genannte Ermittlung kenn durch
systematisches Probieren erfolgen. Dabei ist jedoch ein beglei-
tender Text erforderlich, der die Vollsténdigkeit der ermittelten
Eintragungen sicherstellt.

1 Flir die Einerstelle ist dies stets so, da es keinen vorher-
gehenden Additionsfall gibt. PFiir die Tausenderstelle ist hier
in dem Sinne von einem Additionsfall die Rede, daB als Tausen-
derziffer in beiden Summanden eine O gilt und daB bei der
Addition ein Ubertrag zu berilicksichtigen ist. Eine gesonderte
Formulierung fiir diese Fédlle ist auch zu akzeptieren (aber
nicht zu fordern).
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230 Losungs 6_Punkte
Eine reelle Zahl x erfiillt genau dann die geforderte Ungleichung,
wenn 2x + 1 # 0, d. h.x;‘-%istund

-5§%:-—:-gund%%%<6 (1)

gilt. Hierfiir gibt es genau die beiden folgenden Moglichkeiten:
- (A) Eg sei x > - %. In diesem Fall sind die Ungleichungen (1) der
Reihe nach #quivalent mit

-10x ~ 5 S 4x - 3 und 4x - 3 <12x + 6, ° (2)
-2 8 14x und -9 < 8x, (3)
xé-% und z>--g. : (4)

Die Aussage, daBf x > - % und (4) gilt, ist wegen - §<- %<- 7
dquivalent mit x 2 - 1}.

(B) BEs sei x < = %. In diesem Fall sind die Ungleichungen (1) der
Reihe nach #quivalent zu (2), (3), (4) mit entgegengesetzten
Ungleichheitszeichen, also zu

x§-~.17 und x1<--g. (5)
Die Aussage, daB x < - % und (5) gilt, ist wegen - -g<- %<-117
dquivalent mit x < - g.

Damit ist bewiesen, daB genau diejenigen Zahlen x, fiir die
xi-—s} oder x < = ;
gilt, die geforderte Ungleichung erfiillen.

230 Lo : 6 Punkte
Das Lot von C auf die Gerade durch A und B habe den FuSpunkt D.
Es schneidet die Gerade durch A1 und B1 in einem Punkt D1.
Fiir 1B = c, 1151 = Cq, '6115 = h und TDy = h, gilt dann
Heff bl

Po=goceh, Fy=mioy«hy,
ferner hat1das Dreieck A1B1P den Flécheninhelt

F2-2c1 e (h—h.l).
Daher ist

1 gl
F=F1+F2=§c1-h-E‘-.F1. (1)

36 09 03-1 1
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Nach dem Strahlensatz gilt c : Cy = his h1, also
FO H F1 = ch ¢ c1h1 = h2 s h12 und somit

b _ 1?51 (2)
s
Aus (1) und (2) folgt C

P = VFO . F1.

Abb. T 230935

230 Los 3 8 Punkte
I. Wir geigen, daBl es vier Zerlegungen eines Dreiecks D = ABC in
drei fl#dchengleiche Dreiecke gibt: Abb. L 230936, (1) bis (4)

C C e c
: G
A
A B A F_ B A B A B
(3) )

1) (2)
Abb. L 230936

Die Teildreiecke sind jeweils fléchengleich:

In (1) ist S sowohl Schwerpunkt als auch Hbhenschnittpunkt, da
des Dreieck ABC gleichseitig ist. Daher haben die Teildreiecke
D1, DZ’ D3 gleichlange Grundlinien und gleichlange zugehdrige
Hthen.

In (2) gilt XE = EF = TB, und die Dreiecke Dy', Dp', D3' haben
gleichlange zugehodrige Hohen.

2
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In (3) gilt X = § X5, ¥E = § 75 sowle BT = UC. Daher hat das
Dreieck EBC den doppelten Inhalt des Dreiecks D1' = AEC, und es
wird gurch GE in zwei fléchengleiche Dreiecke Dz", D3" zerlegt.
In (4) erfolgt die Begriindung analog; hier wird CE durch H hal=-
biert.

II. Wir zeigen, daB je zwei dieser vier Zerlegungen voneinander
verschieden sind:

In jeder der Zerlegungen (2),(3),(4) kommt ein Teildreieck vor,
daes keine Seite der Lénge a = AB hat, wihrend in (1) jedes Teil-
dreieck eine solche Seite hat. Daher ist die Zerlegung (1) von
jeder der Zerlegungen (2),(3),(4) verschieden.

In der Zerlegung (3) kommt nur ein Teildreieck vor, das eine
Seite der Linge a hat, wihrend in (2) und (4) je zwei solche
Teildreiecke vorkommen., Daher ist die Zerlegung (3) von jeder
der Zerlegungen (2),(4) verschieden.

In der Zerlegung (4) kommt nur ein Teildreieck vor, das eine Seite
der Lénge a und einen Winkel der GroSe 60° hat, wihrend in der
Zerlegung (2) zwei solche Teildreiecke vorkommen. Daher sind die
Zerlegungen (2) und (4) voneinander verschieden.

III, Wir zeigen, daB es keine Zerlegung von D in drei flédchen-
gleiche Dreiecke D,%, DZ", D3‘ gibt, die im Sinne der Aufgaben-
stellung von allen vier Zerlegungen (1),(2),(3),(4) verschieden
wére.

Fir jede Zerlegung von D in drei fléchengleiche Dreiecke D1',
Da", D3‘ gilt: Es gibt mindestens eine Seite von D, die bei der
Zerlegung nicht geteilt wird. (G&Zbe es ndmlich auf allen drei
Seiten von D Teiipunkte, so wdren die an A und an B angrenzenden
Teilstrecken Cps Cp VoOR AB voneinander verschieden, ebenso wéren
die an B und an C angrenzenden Teilstrecken ag, a5 von BC von-
einander verschieden, und es wiren die an C und an A angrenzenden
Teilstrecken bC, bA von CA voneinander verschieden. Dann gébe es,
damit nicht mehr als drei Teildreiecke entstehen, ein Dreieck
der Zerlegung, das cp und bA als Seiten hdtte, ein weiteres mit
cg und ag, ein drittes mit ag und bc, aber diese drei Dreiecke
ergédben zusammen noch nicht D.)

O.B.d.A. sei AC eine Seite von D, die bei der Zerlegung nicht
geteilt wird; desjenige Dreieck der Zerlegung, das AC als Seite
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hat, sei o.B.d.A. D1§. Hierfiir gibt es nur die beiden folgenden

M6glichkeiten:

(1') Der dritte Eckpunkt S von D1i liegt im Innern von D. Das
fithrt auf Fall (1), da fiir jede andere Lage von S mindestens
in einem der Dreiecke eine andere zu der Grundlinie der
Lénge a gehorende Hohenlédnge auftreten wiirde.

(2') Der dritte Eckpunkt von D1li liegt auf dem Rand von D,
0.B.d.A. auf AB. Dann ist dies derjenige Punkt E, fiir den
IE = % gilt. Das verbleibende Teildreieck EBC muB nun in
die zwei Dreiecke Dzi, D;E zerlegt sein. Das ist nur moglich

durch eine Strecke, die durch eine der Ecken des Dreiecks

EBC und die Mitte der Gegenseite geht. Damit verbleiben nur

die Moglichkeiten (2),(3),(4).

Mit I., II., III. ist bewiesen, da8 der Schiiler ¥ recht hat.



