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2. Stufe (Kreisolympiade)

Olympiadeklasse 9

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Sohulunterricht oder
den ArBeitsgemeinsohaften bekannt sind, miissen alle
verwendeten Aussagen prégise formuliert und bewiesen
werden, Der Liusungsweg (einschlieﬁlioh Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfsliniqp) mufl deutlich erkennbar
sein. Die Gedankenginge und Schliisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien SHtzen darzulegen.

210921

In der Divisionsaufgabe a ¢ b = ¢ sind a, b, ¢ so durch natiir-
liche‘Zahlen zu ersetzen, dafl eine richtig gerechnete Divisions-
aufgabe entsteht, wobei nur die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, und zwar
jede genau einmal, verwendet werden sollen:

Ermitteln Sie alle Tripel (a;bj;c) natiirlicher Zahlen, die die-
sen Anforderungen geniigen!
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. Gegeben sei ein beliebiger Quader, fiir dessen Kantenlédngen a,

b und ¢ die Beziehung a<b <o gilt,

Untersuchen Sie, ob es einen ebenen Schnitt durch diesen Quader
so0 gibt, daB die Schnittfigur ein Quadrat ist!
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Bewelsen Sie, dafBl reelle Zahlen x, y, z genau dann das System
der drei Ungleichungen

Xy B >0,

XN ek >0,

Xy + xz + yz>0
erfilllen, wenn x, y und z positiv sind!
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Gegeben sei ein beliebiges Dreieck ABC.

30 08 32-1 1



Konstruleren Sie eine Parallele zu BC éo, daB sie die Dreiecksei-
ten AB und AC in Punkten D bzw. E schneidet, fiur die ED = DB +JC

giltl S ER

Beschreiben und begriinden Sie Ipre Konstruktion! Untersuchen
Sie, ob es (zu gegebenem Dreieck ABC) genau eine Parallele der
verlangten Art gibt!
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XXI., Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9

Achtung: Die Bemerkungen im Vorsx;ann zu den Losungen fir die
1. Stufe gelten auch fir die 2. Stufe.

210921) Ldsung: 10 Punkte

Angenommen, ‘ein Tripel (ajbjc) natirlicher Zahlen geniigt den An-
,Iordérungen. Dann folgt:

Da insgesamt genau funf Ziffern verwendet werden, kann a nicht
einstellig sein; denn sonst miiBten b und ¢ als Teiler von a )
ebenfalls einstellig sein. Die Zahl a kann aber auch nicht drei-
stellig sein, da dann sowohl b als auch o einstelllg wiren, ihr
Produkt a also nicht dreistellig wire.

Also mu8 a zwelstelllig sein,und von den beiden anderen Zahlen
ist einé einstellig und die andere zweistellig. Ihre Reihenfolge
sel zunichst so gewdhlt, daB b zweistelllg und o einstellig 1st.
Aus a # b folgt o # 1, Es gilt aber auch ¢ # 5, da sonst die
Zahl a auf 5 oder auf O enden miite, im Widerspruoh dazu, dal a
und o nicht auf dieselbe Ziffer enden sollen bzw. dile Ziffer O
nicht vorkommen darf. Aus analogen Grinden kann auch die Zahl b
nicht auf 5 enden. Daher endet auch das Produkt a von b und ¢
nicht auf 5. Ferner hat b auch nicht 5 als Zehnerziffer, da dann
fUr a nur noch eine Zehnerziffer =4 verbliebe, im Widerspruch

zu a>b. Somit muB 5 als erste Ziffer von a auftreten; d.h., a
kenn nur eine der Zahlen 51,52,53,54 sein. Von ihnen scheidet 53
~ als Primzahl aus. Filr die Zerlegung der verbleibenden Zahlen in
jeweils einen zweistelligen Faktor b und einen einstelligen Fak-
tor ¢ # 1 gibt es genau folgende Mdglichkeiten:
I. 51 = 173, 52 = 26+2, 52 = 13-4, 54 = 272, 54 = 183,

Von diesen scheiden alle auBler 52 = 13¢4 aus, da sie nicht
die vorgeschriebenen Ziffern enthalten. Also kdnnen, wenn noch
die ebenfalls migliche umgekehrte Relhenfolge von b und o

berticksichtigt wird, nur die Tripel (52;13;4) und (52;4;13)
den Anforderungen der Aufgabe- geniigen.

" II, Sie geniigen diesen Anforderungen; denn sie enthalten die vor-
geschriebenen Ziffern, und es gilt 52:13 = 4 sowie 52:4 = 13.
Daher sind genau die Tripel (52;13;4) und (52;4;13) die ge-

suchten, )
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210922) Losung: ' 8 Punkte

Der gegebene Quader sei ABCDA'B'C'D' mit IF =0, BC = b und
I = a,
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Abbe. L 210922

In der Ebene des Reohtecks ABB'A' zeichne man den Kreis um B
mit dem Radius b. Er schneidet wegen BBT < b<X'B' die Strecke
A'B' in einem inneren Punkt, der E genannt sei. Die Parallele zu
B'C' durch E schneidet D'C' in einem Punkt, der F genannt  sei.
Dann 'gilt EF = BC = b und wegen der Kongruenz der Dreiecke EB'B
und FC'C (nach s,w,s) auch FC = EB = b, Folglich bilden B,E,F
und O die Ecken eines Rhombus. Da BC auf der Ebene ABB'A' nach
Voraussetzung senkrecht steht, steht BC auf jJeder Geraden die-
‘ser Ebene durch B senkrecht und damit auch auf EB. EBCF ist
also sogar ein Quadrat. Damit ist gezeigt, dall es einen ebenen
Schnitt durch den Quader so gibt, daB die Sohnittfigur ein Qua-
drat ist.

] . N
210923) Lsung: 10 Punkte (
L VWenn x,y und z positive reelle Zahlen sind,, dann gelten die

genannten Ungleichungen

/ X+y+z>0 1)
xyz >0, N (2)
' Xy + xz + yz >0, b (3)

da Summe und Produkt von positiven Zahlen .stets wieder posi-
tive Zahlen ergeben.

II, Wenn X,y und z die Ungleiohungen (1) (2), (3) erfﬂllen,
dann folgts
Wire x & 0, so ergibe sich aus (1) und (3)
x(x+y+z) S 50 <xy + xz + yz,



also x° < yz und daher wegen x2 2 O erst recht yz > O.

Hieraus und aus x = O folgte xyz = O im Widerspruch zu (2).

" Somit ist die Annahme x = O widerlegt, d.h. x > O bewiesen.

Entsprechend erhélt man die SchluBfolgerungen y > O und
z>0, WeZeboW, : )

. 210924) Losung: ' 12 Punkte
’ I. Angenommen, eine Parallele zu BC hat die verla.ngte Eigen-

II.

III,

sohaft. Wegen ED = DB + BC gibt es einen Punkt P auf ED

mit PD = DB und FE = IT.

Fir diesen gilt

FDBP =¥DPB (Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck BFD)

= ¥ PBC (Weohselwinkel an geschnittenen Parallelen);

d.h., P liegt auf der Winkelhalblerenden von <« ABC. Ebenso

erhdlt man, daf P auf-der Winkelhalbierenden von ¥ ACB

liegt.

Daraus folgt, daf elne Gerade g nur dann ’_eine Parallele zu

BC mit -der verlangten Eigenschaft ist, wenn sie durch fol-

gende Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man konstrulert die Winkelhalbierende von <« ABC und die
von ¥ ACB. Sie schneiden sioh! in einem Punkt, der P
genannt sedl. '

(2) Man zeichnet die Parallele g zu BC durch P.

Wenn eine Gerade g durch diese Konstruktion erhalten wird,

s0 genﬁgt‘ sie den Bedingungen der Aufgabe.

Bewels: Es gilt:

“XEPC = "X BCP sowie X DPB = ¥ PBC
als Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen.’
Ferner gilt laut Konstruktion
“¥ECP = _"‘.FCE sowle “¥ PBC = ¥ PBD.
Also gilt
"X EPC = X PCE sowie X DPB = ~xPBD, d .h. die
Dreiecke EPC und BPD sind gleiohschenklig mit
EP = EC bzw. FD = DB
Folglich gilt
ED = EF + PD = EC + DB, w.z.b.w.

1
Ein Beweis wird vom Schiiler nicht verlangt.
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IV, Die Konstruktionsschritte (1) und (2) sind eindeutig aus-
filhrbar. Daher gibt es genau eine Parallele der verlangten

Art.
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OKL 9 - Gesamtpunktzahl: 40
210921
a ist zweistellig 1 Punkt
c #1 1 Punkt
#5 1 Punkt
endet nicht an 5 1 Punkt
tritt als erste Ziffer von a auf 2 Punkte
\ ist eine der Zahlen 51; 52; 54 1 Punkt
AusschluB von 51 und 54 1 Punkt
(alle diese Aussagen jewells mit Begriindung)
Angabe der Tripel ' 1 Punkt
- Kontrolle 1 _Punkt
10 Punkte
210922
Skizze, Lage der Schnittfléche, Punkte E und F 1 Punkt
EF = BC = b (mit Begriindung) 1 Punkt
TC = B = b (mit Begriindung) 2 Punkte
BEFC ist ein Rhombus 1 Punkt
BC steht senkrecht auf EB (mit Begrundung) 2 Punkte
SchluBfolgerung 1 _Punkt
8 Punkte
210923
I. Fir alle positiven Zahlen sind die Ungleichungen
erfiillt . 3 Punkte
II. Annahme x £ O (bzw. y £ O oder z £ 0) 1 Punkt
) Darlegung des Widerspruchs ' 5 Punkte
Analoge Betrachtung fiir die beiden anderen GroBen 1 Punkt
’ 10 Punkte
210924
Erkennen des Punktes P 1 Punkt
P liegt auf den Winkelhalbierenden (mit Begriindung) 4 Punkte
Konstruktion mit Beschreibung , 3 Punkte
Nachweis der Richtigkeit der Konstruktion 3 Punkte
Nachweis der Eindeutigkeit der Konstruktion 1 Punkt
12 Punkte

Empfehlung fiir die Punktverteilung



