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XX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
to] ktb tun
Olympiadeklasse 9

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspany zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 2. Stufe. :

)

200921) Logungs: 9 Punkte
'Fiir jede Primzahl p 2 13 gilt: Es existiert zu p kein Tripel mit
der genannten Eigenschaft; denn fiir jedes Tripel (a,b,c) natiir-
licher Zahlen ist

(a+p) (b+p) (c+p) Z 13% = 2197 > 1980.
Kann man nun zeigen, daf natiirliche Zahlen u,v,w mit
uz11, vz11, w211, uvw = 198 N GD)

. existieren, so ist bewiesen, daB zu der Primzahl p = 11 zugehdri-
ge Tripel mit der genannten Eigenschaft existieren, daB die zu
ermittelnde gréB8te Primzahl also

p=1
lautet. -
Um (zu zeigen, daB (1) erfiillbar ist, und sogar) alle Mdglichkei-
ten fir (1) zu ermitteln, sei zuniéchst angenommen, fiir natlirliche
Zahlen u,v,w gelte (1). Aus der Primzerlegung
1980 = 22,432,511
folgt denn: Eine der Zahlen u,v,w, etwa u, enthélt den Prim-
- faktor 11.
Gﬁbé es nun aufer der Moglichkeit

-~ ' u=11, ) (2)
Jo vew = 180 (3)
noch eine andere, beil der u auBer dem Primtraktor 11 noch (minde-
stens) einen weiteren Primfaktor enthielte, so enthielte vew die-
sen nicht mehr, und es folgte vew = 90 im Widerspruch gegen
vE1, ws 11, -

Weiterhin ist (3) erfiillbar, némlich durch
v =223 =12, w=3e5=15; : (4)
und gébe es fir (3) bis auf die Reihenfolge der Faktoren v, w

. auBer (4) noch eine andere Moglichkeit, so enthielte eine der Zah-

len v, w auBer den hier angegebenen Primfaktoren noch einen weite-

30 07 96-1 : - 1

e

~



L9
ren und daher jeweils die andere Zahl diesen nicht mehr, woraus
der Widerspruch v 5 6 bzw. w £ 5 folgen wiirde. Damit ist gezeigts
Bis auf die Reihenfolge der Faktoren besitzt 1980 genau die Dar-
stellung i

1980 = 11¢12¢15
als Moglichkeit fiir (1).
Zu der Primzahl p = 11 gibt es deher als zugehdrige Tripel (a,b, c)
mit der geforderten Eigenschaft genau diejenigen, die gich von
(a,b,c) = (0,1,4) hochstens durch die Reihenfolge unterscheiden.
Das sind geneu die Tripel (0,1,4), (0,4,1), (1,0 4). (1,4,0),
(4,0,1), (4,1,0). o

200922) Losung: ' 8 Punkte ,
Zu a) geniigt es z. B., zwei der folgenden Feststellungen anzufiih-
ren: i 4 )
Es gilt $£2 = -3 <0, also ist x = O ein ganzzehliger Wert, der
die genannte Ungleichung erfiillt.
Es gilt E%E% = -1<0, also ist x = -1 ein ganzzahliger Wert, der
die genannte Ungleichung erfiillt.
= - %~<O, also ist x = -2 ein ganzzahliger Wert, der
die genannte Ungleichung erfiillt. '
Man kann auch zuerst b) ldsen und dann zwei ganze Zahlen aus der
in b) ermittelten Menge angeben.
1. Losungsweg zu b); Eine reelle Zahl x erfiillt genau dann die
genannte Ungleichung, wenn fir sie entweder
xX+3>0, x-1<20 (1)

-2+

=2-1

Eg gilt

oder
x+3<0, x-1>0 - (2)
gilt.
Die Gliltigkeit von (1) ist gleichbedeutend mit
x>-=3, x<1 , ) \
und dies mit o ,
=3 <x < 1, » (3)
Gébe es eine reelle Zahl x, filr die (2) gilt, so folgte
X <=3, X>1,
also
1<x < -3,

-
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id. h., die falsche Aussage 1 < =-3. Daher gibt es keine reelle
Zahl x, fiur die (2) gilt. h

Somit ist bewiesen, daB die in b) gesuchte Menge die Menge aller
derjenigen reellen Zahlen x ist, fiir die (33 gilt. .
2. L0 ggnggngg zu b); Fir jede reelle Zahl x trifft genau einer
"der folgenden Félle zu:

1. Fall: Es sei x = -3,

In diesem Fall ist x+3 £ 0, x-1 < 0, also %E% 2 0.

2. Fall: Es sel =3 <x < 1. '
In diesem Fall ist x+3 > 0, x-1 < 0, also X3 _ o,

x-1
3. Fall: Es sei x = 1. ’
In diesem Fall ist x-1 = 0, also existiert %Ez nicht.

1
4. Fall: Es sei x> 1.

In diesem Fall ist x+3 > 0, x-1 > 0, also %{% > 0.

Daher ist die Menge aller derjenigen reellen Zshlen x, fir die
der 2. Fall zutrifft, die gesuchte Menge.

200923) Losung: 12 Punkte
Es sei A der Beriihrungspunkt von
.k1 und k2, und T1, T2 seien die
Berithrungspunkte von k1 bzw. k2
mit der gemeinsamen #&uBeren Tan-
gente durch P. Nach dem Satz vor
der Gleichheit der Tangentenab-
schnitte! ist dann
T, -'FX = TT,.
Da die Gerade durch die Mittelpunkte
1, M2 von k1 bzw.’k2 durch A geht, eine Symmetrieachse der Figur
aus den Kreisen F1’ k2 und ihren gemeinsamen Tangenten ist, und
de die gemeinsame innere Tangente auf dieser Geraden senkrecht
steht, folgt PA = AQ und damit I
R - 251~ TP+ P - T

Abb. L 923

1 Vom Schiiler entweder wie oben als bekannter Satz zu erwdhnen
oder (etwa aus AMPT, ¥ AMPA nach (ssw), wobei der Winkel als
rechter Winkel der g}UBeren Seite gegeniiberliegt) zu beweisgn.
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Die Parallele zu M1M2 durch T2 schneidet die Strecke M1T1 wegen
Ty ” M,T, und M1’E1 =r, >, = M,T, ineinem Punkt S. In dem

rechtwinkligen Dreieck ST1T2 (mit dem rechten Winkel bei T1D ist1

ST1 = r,-r, und 3!2 = r1+r2, so daB sich nach dem Satz von

_Pythagoras
n = T T _V(r +r2) - (r -rab = 2V 2' ergibt.

200924) Lésung: ‘ 11_Punkte

Fir Jjede natirliche Zahl n 2 3 gilt: Jedes Prisma, das ein kon-
vexes n-Eck als Grundfléche hat, hat genau 2n'Eckpunkte. Von je-
dem dieser Punkte gehqn zu den n-1 Uibrigen Eckpunkten der glei-
chen Grundfléche Verbindungéetreqken aus, von denen zwel jeweils
Kanten der Grundfléche und die Uibrigen n-3 Fliéchendiagonalen
sind. Ferner l&8t% sich jeder Eckpunkt mit den n Eckpunkten der
anderen Grundfléche verbinden. Von diesen Verbindungsstrecken
ist eine jeweils Seitenkante des Prismas, zwei sind Fléchen-
diagonalen und die {ibrigen n-3 Raumdiagonalen.
Insgesamt erhélt man, da dabei jede Diagonale doppelt berucksich-
tigt wird,

n«(n-1) Fléchendiagonalen und n (n-3) Raumdiagonalen. also
insgesam${ n+(2n-4) = 2ne(n-2) Diagonalen.

a) Daher hat eine natiirliche Zahl n Z 3 genau dann die in Aufgabe
a) genannte Eigenschaft, wenn o
~ 2n(n-2) = 20n
gilt. Wegen n # O ist diesgleichbedeutend mit,

n-2=10 ) £

und dies mit
n =12, :
Somit ist genau n = 12 die in a) zu ermitteinue Zahl,
b) Fernmer erhdlt man aus den oben gefundenen Anzahlen der Fliichen-
bzw. Raumdiagonalen fiir n = 12 die in b) gesuchten Anzahlen,
némlich 5
' 12011 = 132 bew. 129 = 108,

14

Man kann auch die Parallele zu T1T2 durch M2 zum Schnitt U
mit ¥,T, bringen und weiter mit dem rechtwinkligen Dreieck
H1H20 argunentieren.




Empfehlung fiir die Punktverteilung

OKL 9 Gesamtpunktzahl: 40
2009271
p hochstens 11 mit Begriindung 2 Punkte
p = 11 mit Angabe eines Tripels 2 Punkte
Zerlegung in 11.12.15 und Ausschluf der anderen )
Mdglichkeiten ) 3 Punkte
Angabe der geforderten 6 Tripel 2 Punkte
: 9 Punkte
200922
a) Angabe zweier Zahlen und Probe 2 Punkte
b) Fellunterscheidung wie (1), (2) 2 Punkte
AusschluB des Falles (2) 2 Punkte
Angabe der Menge entsprechendl(B) 2 Punkte
X 8 Punkte
200923
Planfigur mit Bezeichnung 1 Punkt
m =Tk = M; mit Begriindung 3 Punkte
] = 1"11; mit Begriindung 2 Punkte
Bildung des rechtwinkligen Dreiecks STHTZ 1 Punkt
Angabe von T;T; durch ST; und BTE 3 Punkte
Angabe von PQ durch r, und r, 2 Punkte
12 Punkte

200924

Angebe der Zahl der Fléchendiagonelen durch n
Angabe der Zahl der Raumdiagonalen durch n
Angabe der Gesamtzahl der Diagonalen
Aufstellen der Gleichung 2ne(n-2) = 20

Angabe von n

Angabe der Anzahl der Fléchendiagonalen
Angabe der Anzahl der Raumdiagonalen

Punkte
Punkte
Punkt
Punkte
Punkte
Punkt
Punkt
Punkte
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