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L 9;I XIX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
' 3. Stufe (Bezirksolympiade)
Lo i Punkt !
Olympiadeklasse 9 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

190931) Losung; 1 Punkte

Angenommen, filr ein Paar (a;b) natiirlicher Zahlen gelten (1)
und (2). Dann ist die Losung x (siehe (1)) nach (2) gleich der
Zahl ax-6, d. h. es gilt

ax - 6.= x.
Daraus folgt

ax - x = 6, :

x(a=1) = 6. - ’ (3)

De a-1 eine ganze Zahl ist, ist die natiirliche Zahl x ein Teiler
von 6, d. h. eine der Zshlen 1, 2, 3, 6.
Ebensc folgt aus (1), (2), deB

bx - 4 = x, ' .

x(b-1) = 4 ' (4)
gilt, also x ein Teiler von 4 ist, d. h. eine der Zshlen 1, 2, 4.
Somit kann x nur eine der Zahlen 1;2 sein.
Ist x = 1, so folgt aus (3), (4), daB a = 7 und b = 5 gilt.
Ist x = 2, so folgt aus (3), (4), daB a = 4 und b = 3 gilt.
Also kdnnen nur die Pasre (4;3) und (7;5) die Bedingungen (1),
(2) erfiillen. Sie erfiillen diese Bedingungen; denn die Gleichung'
4x-6=3x-4 hat die Zahl 2 als Losung, beim Einsetzen von 2 in
4x-6 bzw. 3x-4 ergibt sich ebenfalls 2; die Gleichung Tx-6=5x-4
hat die Zahl 1 als Losung, beim Einsetzen von 1 in 7x-6 bzw.
5x-4 ergibt sich ebenfalls 1. Daher erfiillen genau die Paare
(433) und (7:5) die Bedingungen (1), (2).
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190932) Légung: 7_Punkte
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Abb. L 932 A i B
Der Schnittpunkt der Strecken AC und BF sei H genannt.
a
Wegen e - E.LE gilt i: I v .
a V2 a 1B B¢

Daher stimmen. die Dreiecke ABC und BCF im Verhdltnis zweier Sei-
ten und in der GroBSe des von diesen Seiten eingeschlossenen Win-
kels {iberein und sind somit &hnlich. ‘ ‘

Sei nun & die GriBSe des Winkels < CAB, dann gilt
<CFBC =4 , also XABH = 90°-&

und somit wegen des Satzes iiber die Winkelsumme, angewendet auf
das Dreieck ABH,
X< A0E = 90°, W.Z.boW,

2, LOosunggweg
Nach dem Satz von Pythagoras gilt
IC=VIB2 + T2 =1/2a2+e.2 = a3,
- 1 X A1
BF = VR‘Z +TF = 1/32. + 2(%)2 = aV%.
Nach dem Strahlensatz gilt
A : A =CF:ZB=1: 2,

also HA = 2HG. Hieraus und aus WA + HC = AC folgt-
3HC = AC = a]/;, also

m’%v—c (1)
Ferner gilt
HF : AB=TF : B = 1 : 2,
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also HB = 2HF. Hieraus und aus HB + HF = BF folgt 3HF = BF, also
iF = % BF und somit HB = %-EF, d. h.

ms=%}/g. (2)

Aus (1) und (2) folgt ) )
TR L M - @ 4 397 - 4 20 L a7 W2,

Somit ist das Dreieck BCH nach der Umkehrung des Satzes von
Pythagoras bel H rechiwinklig, WeZ.beWe

190833) Losungs 6 Punkte

Plir den ersten Kerton sind die Forderungen (1), (2) und (3) er-
flillt., Wir beweisen nun: Hat man die Forderungen (1), (2) und

(3) durch eine Anordnung A der Menge M, aus den ersten k Kartons
erfiillt (k sei eine beliebige der Zahlen 1, 2, «.., n-1), so kann
man (1), (2) und (3) auch fiir die Menge M, , aus den ersten k+1
Kartons erfiillen. Ist dies bewiesen, dann ist daraus ersichtlich,
wie man die Forderungen (1), (2) und (3) fiir die gesamte Menge
der n Kartons schrittweise durch Hinzunehmen des zweiten, drit-
ten, ... Ka.xftom erfiillen kann,

In der Anordnung A gibt es, da sie (2) erfiillt, entweder genau
einen oder genau zwei Kartons, die in keinem anderen Karton der
Menge Mk enthalten sind.

a) Gibt es genau einen solchen, so lege man den (k+1)-ten Karton
einfach daneben. Dann bleiben (1) und (3) erfiillt, da der
neue Karton die gerade Anzahl von O Kartons enthélt und die
Anordnung der ibrigen unveréndert bleibt. Ferner ist auch (2)
erfiilllt, de nun genau zwei Kartons in keinem anderen der
Menge Mk+1 enthalten sind.

b) Gab es aber in A genau zwel Kartons K und K', die in keinem
anderen Karton der Menge Mk enthalten waren, so lege man die
gesamte Anordnung A unverdéndert in den (k+1)-ten Karton hin-
ein. Hierdurch wird, da (2) fiir A galt, (3) fiir den (k+1)-ten
Karton erfiillt, und fiir die iibrigen Kartons bleibt (3) giil-
tig, da A unveréndert éeblieben war.
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Ferner wird (2) erfiillt, da nun genau der neue Karton in kei-
nen anderen der Menge M, _, enthalten ist. SchlieBSlich bleibt
(1) aus folgendem Grunde erfiillt: Alle Kartons der frilheren
Anordnung A erfulien (1); zu zeigen ist noch, daB auch der
(k+1)-te Karton eine gerade Anzahl Kartons enthélt. Dies er-
glbt sich wie folgt: Der Karton K enthdélt in der Anordnung A
eine gerade Anzahl g von Kartons, der Karton K' eine gerade
Anzahl g'. Daher enthélt der (k+1)-te Karton in der neuen An-
ordnung genau diese g+g' Kartons zusammen mit K und K', d. h.
genau g+g'+2 Kartons, und dies ist eine gerade Anzahl.

Abb. L 933: Anordnung der Menge M, (k = 1, 2, 3,4)

\

M M
Mq 2

&t B @ =

(Eine Abbildung wird vom Schiiler nicht verlangt.)

elg zu o tur:
Ein stérkeres Zuriickgreifen auf die Anschauung als in ‘dieser )
Textfassung sollte zugebilligt werden. Zu einer Anerkennung als
‘vollsténdige Losung miiSte aber gehdren, da8 der Schiiler (etwa
nach anschaulicher Losung filr kleine k, k = 1, 2 ...) ein Verfah-
ren deutlich gemacht hat, das fiir jede beliebige Anzahl zum Ziel
fiuhrt. Lediglich eine Wendung wie "usw." reicht hierfiir nicht
aus,
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L 9;II° XIX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade) -
Losgu. n thewert
Olympiadeklasse 9 - 2, Tag -
190934) Lésung: 6 Punkte

a) Alle Mengen aus je drei unmittelbar aufeinanderfolgenden na-
tlirlichen Zshlen mit der Eigenschaft, daB jede dieser drei
Zahlen durch eine Ziffer des dekadischen Zahlensystems darge-
stellt wird, lauten
{05152}, {15253}, {2:3:4}, {3;4;5}. {43536}, {5:6;7}, {6:7:8},
{7:8:9}.

‘ Jede im dekadischen Zahlensystem dreistellige Zehl, deren Zif-
fern in irgend einer Reihenfolge die Zahlen aus einer dieser
Mengen darstellen, hat also eine der Quersummen

3 6 9 12, % 18 , 21
24
und ist folglich durch 3 teilbar. Daher ist keine dieser drei-
‘stelligen Zahlen eine Primzahl.

'b) Zum Beweis geniigt die Angabe eines Beispiels. Fir n = 3 gilt
z. B.: Die Primzahl 11 (dekadisch geschriében) hat im
3-adischen Zehlensystem wegen

11 = 1932 + 0.3 + 2
die ziffern 1,0,2, die in der Reihenfolge 0,1,2 drei unmittel-
bar aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen darstellen.

190935) Ldsungs; 7 _Punkte

I. Angenommen, ein Punkt Z habe die verlangte Eigenschaft. Dann
ist ZA = ZAY und ZB = ZB', also liegt Z sowohl auf der Mittel-
senkrechten von AA' als auch auf der Mittelsenkrechten von
BB',

II. Deher kann ein Punkt Z nur dann die verlangte Eigenschaft
haben, wenn er durch folgende Konstruktion erhalten werden
‘kann:

Man konstruiert die Mittelsenkrechte von AA' und die Mittel-
senkrechte von BB'. Da auf dem Arbeitsblatt AA' und BB' nicht
zueinander parallel sind, sind auch diese beiden Mittelsenk-
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rechten nicht zueinander parasllel; sie schneiden sich daher
in genau einem Punkt, der Z genannt sei. '

III. Beweis, daB der so konstruierte Punkt Z die verlangte Eigen-

schaft hat:
Nach Konstruktion liegt Z auf den Mittelsenkrechten von AA'
und von BB', also gilt .

7k = 7K7 ()

und 78 =787 . (2)
Ferner gilt nach Voraussetzung AB = A'B'. Daher ist

AziB = AzA'B' (Kongruenzsatz sss), also
XA7B = XATZBT . (3)

Die Ausfiihrung der Konstruktion auf dem Arbeitsblatt ergibt
ferner: Die Strahlen aus Z durch A,B,A' und B' gind so ge-
legen, daB

<CAZA' und <CBZB' gleichen Drehsinn (4)
haben und daB <CAZA' = <XAZB + << BZA' sowie
<X BZBY = XBZAT + <XA'ZB' gilt, woraus wegen (3) auch
<XAZAT = BZBT (5)
folgt.

Wegen (1) gibt es eine Drehung um Z, die A in A' {iberfiihrt.
Wegen (2), (4) und (5) filhrt diese Drehung auch B in B' iiber.
IV. Alle Konstruktionsschritte aus II sind bei der vorgegebenen
Lage von A,B,A' und B' auf dem Arbeitsblatt eindeutig aus-
filhrbar. Daher gibt es genau einen Punkt Z mit der verlang-
ten Eigenschaft. B

\

Abb. L 935
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190936) Losung; 7 _Punkte

Jeder ebenfléchig begrenzte Korper hat mindestens vier Ecken.
Ist die Eckenzahl n = 5, so gibt es nur folgende Fdlle:

1. Der Korper hat genau 4 Ecken A, B, C, D.
In diesem Fall hat der Korper die Fléchen der Dreiecke ABC,
ABD, ACD, BCD als Begrenzungsfldchen. Ihre Anzahl betrdgt 4.

2. Der Korper hat genau 5 Ecken A, B, C, D, E, von denen keine
vier in einer gemeinsamen Ebene liegen.
Auch in diesem Fall muB jede ebene Fléche aus der Begrenzung

- des KOrpers eine der Fléchen der Dreiecke ABC, ABD, ABE, ACD,

ACE, ADE, BCD, BCE, BDE, CDE sein.
Auf folgende Weise kann man ermitteln, wieviele dieser Drei-
ecksflédchen (mindestens) in der Begrenzung der Kdrpers vor-
kommen:
Jede Ecke des Korpers muB Ecke von mindestens 3 ebenen Be-
grenzuhgsflﬁchen sein. Z&hlt man auf diese Weise die Fléchen
auf, wobeli sich eine Anzahl =15 ergibt, so tritt jede Fléche
in dieser Aufzdhlung genau dreimal auf, némlich fiir jede ih-
rer Ecken genau einmal. Deher ist die Anzahl der Fléchen (je-
de genau einmal gez#hlt) =5,

3. Der Kdrper hat genau 5 Ecken A, B, C, D, E, von denen vier,
o.B.d.A. etwa A, B, C, D, in einer gemeinsamen Ebene liegen.
In diesem Fall ist die Fldche des Vierecks ABCD eine der Be-
grenzungsflichen des Kérpers. An jeder ihrer vier Kanten
AB,BC,CD,DA muB sich eine weitere Flédche anschlieBen, wofiir
nur die Flédchen der Dreiecke ABE bzw. BCE bzw. CDE bzw. DAE
moglich sind. Damit sind 5 Fléchen aus der Begrenzung des
Korpers ermittelt.

Mithin gibt es fiir n = 5 keinen Korper mit n Ecken und weniger
als n Fléchen,

Flir jedes gerade n = 6, also n = 2m mit ganzem m :3, gibt es
einen Korper mit n Ecken und weniger als n Flédchen, némlich

z. B. ein Prisma mit m-eckiger Grund- und Deckfléche; denn wegen
m=>2 gilt 2m>m+2, also ist die Eckenzahl n = 2m groBer als die
Zahl m+2 der Fléchen.,
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Auch fiir jedes ungérade n =6, also n = 2m + 1 mit m =>-3, gibt
es elnen Korper mit n Ecken und weniger als n Fléchen. Um einen

solchen zu erhalten, widhle man z. B. ein Prisma mit m-eckiger
Grundfléche A1A2A3...Am und m-eckiger Deckfléche B1B233...Bm.

Ferner wihle man auf den Strecken A1A2 und A2A3 je einen Punkt
P bzw. Q so, daB A1PQA3...A ein (m+1)-Eck wird. Dann kann man
von dem Prisma das Tetraeder BZPQA2 abschneiden und erhélt einen
RestkOrper mit n = 2m + 1 Ecken und (m + 2) + 1 Fldchen, der we-
gen m > 2, also 2m + 1>m + 3 die geforderte Eigenschaft hat.

Damit ist gezeigt, daB die Zehl N = 6 die in der Aufgabe genann.
te Eigenschaft het und daB sie die kleinste natiirliche Zahl N
mit dieser Eigenschaft ist.

Abb. L 936




