A8, T XVIII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 9 = 1. Tag =

Achtungé Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prédzise formuliert und bewiesen werden.
Der L&sungsweg (einschlieslich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deuctlich erkennbar sein. Die
Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und grammatisch
einyandfreien S&tzen darzulegen.

180931

Beweisen Sie folgenden Satz:
Wenn a, b, c und d reelle Zahlen sind, fiir die ab - cd # O gilt,
dann gilt ae b2:> 0 oder c? + d2:> 0.

180932

In einer Aufgabe der 2. Stufe war zu zeigen, daB unter vier auf-
einanderfolgenden sechsstelligen Zahlen nicht notwendig eine sein
muB, deren Quersumme durch 4 teilbar ist.

Man ermittle die grdBte natiirliche Zahl n, filir die die folgende
Aussage wahr ist: "Es gibt n aufeinanderfolgende natiirliche Zah-
len, unter denen sich keine befindet, deren Quersumme durch 4 teil-
bar ist."

20933

Gegeben sei ein Wirfel, dessen Volumen mit V1 bezeichnet sei. Ver-
bindet man den Mittelpunkt je einer Seitenfldche dieses Wiirfels
mit den Mittelpunkten aller benachbarten Seitenflichen, so erhilt
man die Kanten eines regelmiBigen Oktaeders. Das Volumen dieses
Oktaeders sei V2 genannt. Verbindet man nun wieder den Schwerpunkt
je einer Seitenfliche dieses Oktaeders mit den Schwerpunkten aller
benachbarten Seitenfldchen, so erh&lt man die Kanten eines zweiten
wWirfels. Sein Volumen sei V3 genannt.

Berechnen Sie das Verhdltnis V1 3 V2 : V3!
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der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 9 =1 2 Pagi=

180934

In einem rechtwinkligen Dreieck ABC mit dem rechten Winkel -bei C
teile die von C auf die Hypotenuse AB gef&dllte HShe diese im Ver-
h&dltnis 1 : 3.

Berechnen Sie die GrdBe der bei A bzw. B liegenden Innenwinkel
des Dreiecks ABC! '

180935

Beweisen Sie, daB fiir jede Primzahl p der Rest, den p bei Division
durch 30 148t, entweder 1 oder eine Primzahl ist!

180936

Gegeben seien ein Dreieck ABC sowie zwei Punkte A, und B, im Innern
dieses Dreiecks. Bei der Verschiebung, die A in Aq tiberfiihrt,
habelélABC das Bilddreieck A1B1C1. Bei der Verschiebung, die B in
' B, Uberfiihrt, habe A ABC das Bilddreieck A,B,C,. Der Durchschnitt
der Dreiecksfldchen (ABC) und (A1B1C1) sgi die Flé&dche F1. Der
Durchschnitt der Dreiecksfldchen (ABC) und (A2B2C2) sei die Flé&che
F2. ) : _
Man beweise, daB F1 entweder durch eine Verschiebung oder durch
eine zentrische Streckung in F, tiberfiihrt werden kann.

Hinweis: Ist XYZ ein Dreieck, so verstehen wir unter der Dreiecks-
fliche (XYz) die Menge aller Punkte auf dem Rande und im Innern

es Dreiecks XYZ.
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1119+ T ' XVIII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)

Losungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 9 = ilis whag. =

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L&sungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

.

180931) Losung: 6 Punkte

Angenommen, es gdbe reelle Zahlen a, b, ¢, 4, fiir die ab - cd # O
A + b2>0 oder 02 + d2>0
sei, nicht zutrifft. Dann wdre flir diese Zahlen weder a2‘+ b2:>'o
noch c2 + d2>0.

Da filir reelle a, b stets a2 + b2 Zo gilt, wobei das Gleichheits-

1t und zugleich die Aussage, daB a

zeichen nur fiir a = b = 0 zutrifft, miifte demnach a = b = O sein.
d = 0. Also ergdbe sich ab - cd = 0, im Wider-
spruch gegen ab - cd # O.

Ebenso folgte c

Wegen dieses Widerspruchs ist die eingangs gemachte Annahme falsch;
damit ist der geforderte Beweis erbracht.

180932) Lésung: 6 Punkte

Man beweist die folgenden Behauptungen (1), (2):

(1) Es gibt ‘6 aufeinanderfolgende natlirliche Zahlen, von denen
jede als Quersumme eine nicht durch 4 teilbare Zahl besitzt.

(2) Fir jede natlirliche Zahl n;: 7 gilt: Unter je n aufeinander-
folgenden natilirlichen Zahlen gibt es eine, deren Quersumme
durch 4 teilbar ist.

weis zu (1): Zum Nachweis geniigt die Angabe eines Beispiels. Ein

solches bilden etwa die 6 aufeinanderfolgenden Zahlen
997, 998, 999, 1000, 1001, 1002;

denn ihre Quersummen 25, 26, 27, 1, 2, 3 sind sédmtlich nicht durch

4 teilbar. ’

Beweis zu (2): Es sei n irgendeine natiirliche Zahl, die grdB8er oder

gleich 7 ist. Fiir je n aufeinanderfolgende natlirliche Zahlen gilt
dann: Ist a die kleinste unter ihnen, so kommen wegen nZ 7 unter
ihnen mindestens die Zahlen a, a+1, ..., a+6 vor.
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Es gibt nun nur folgende M&glichkeiten: &
I) Die Einerziffer x von a ist eine der Ziffern O, ..., 6.
Ist dann s die Summe aller Ziffern, die in a vor der Einer-
ziffer stehen, so haben a, ..., a+3 die Quersummen s+x,
s+x+1, s+x+2, s+x+3.
Da dies 4 aufeinanderfolgende natilirliche Zahlen sind, befindet
sich unter ihnen eine durch 4 teilbare Zahl.
II) Die Einerziffer von a ist eine der Ziffern 7, 8, 9.
Dann hat die Zahl a+3 als Einerziffer y eine der Ziffern
0, 1, 2. Ist t die Summe aller Ziffern, die in a+3 vor der
Einerziffer stehen, so haben a+3, ..., a+6 die Quersummen t+y,
t+y+1, t+y+2, t+y+3.
Da dies 4 aufeinanderfolgende natilirliche Zahlen sind, befin-
det sich unter ihnen eine durch 4 teilbare Zahl.
Aus den somit bewiesenen Behauptungen (1), (2) ergibt sich: Die
in der Aufgabenstellung genannte Aussage ist wahr filir n\= 6; sie
ist falsch flir jede natiirliche Zahl n Z 7. paraus folgt: Die

gesuchte Zahl lautet 6. e
180933) Lésung: 8 Punkte
Die Kantenldnge des gegebenen
7,r\\ N’ wiirfels sei a. Es seien F
d N und F' zwei benachbarte Sei-

tenfldchen dieses Wiirfels;
ihre Mittelpunkte seien M
bzw. M', die Kante, die F und
F' als benachbarte Seiten-

fldchen gemeinsam haben,

sei s. Bei einer Verschiebung
(parallel zu s um den Betrag
%) gehen M, M' in die Mittel-
punkte N, N' zweier benach-
barter Seitenkanten eines Qua-

drates der Kantenldnge a liber.
Abb. L 933
Daher hat das Oktaeder die

Kantenldnge
e e a
b=MM'=NN'=5\/2_'.
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~ Das Oktaeder 1l&B8t sich in zwei vierseitige Pyramiden mit einem

Quadrat der Kaptenl&nge b als Grundfldche und % als Lénge der
zugehdrigen HoShe zerlegen; daher betrdgt das Oktaedervolumen
EREEES EE A |
Weiter seien die Fldchen der Dreiecke ABC und ABC' zwei benach-
barte Seitenflédchen des Oktaeders; ihre Schwerpunkte seien S bzw.
S'; die Mittelpunkte von AC bzw. AC' seien D bzw. D'. Dann teilen
S bzw. S' die Strecken BD bzw. BD' im Verhdltnis 2:1, nach dem
Strahlensatz (einschlieBlich Umkehrung) folgt ss' || bp' und
7' = %55,

o 1
V2 = 2.§.b

Ist ferner A' die gegeniiberliegende Oktaederecke zu A, so ist
ACA'C' ein Quadrat der Kantenlénge b, also gilt DD' %fy?.b.

Daher hat der zweite Wiirfel die Kantenl&nge SS' = %.% Y2.b
3
= % YQ.% Y2 = % und folglich das Volumen V, = %7 = %7 v,.
; i SN P R g
Somit gilt V1 5 V2 5 V3 =1 : N 5415 25 Qs 21



L %9 ; TT XVIII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 -.2. Tag =

180934) L8sung: 6 Punkte

Die Linge der Hypotenuse sei c. Der FuBpunkt der von c auf AB
gefdllten HShe sei D.

0.B.d.A. gilt dann AD : DB = 1 : 3, also

AD = % c.

Jaraus folgt nach dem Kathetensatz
=2 _ [+] O

AC™ = c . 1’ also AC = 5.

Spiegelt man das Dreieck ABC an BC, so entsteht das Dreieck AA'B,
wobei A' das Bild von A ist. Flir die Seiten dieses Dreiecks gilt
MA'=2.§5=¢c,BB=EB-=c,

Das Dreieck AA'B ist also gleichseitig, folglich gilt

=< A'AB = = CAB = 60°.

Die GrbBe des einen der bei A bzw. B liegenden Innenwinkel des

Dreiecks ABC betrédgt also 600, die des anderen daher 30°.

180935) Lésung : 6 Punkte

Ld8t p bei Division durch 30 den Rest r, so ist r eine natilirliche
Zahl mit r <30, fiir die p = 30n + r mit natiirlichem n gilt.

Ist dabei n = O, so ist r = p Primzahl.

Ist n Z 1, so ist r kein Vielfaches von 2, 3 oder 5; denn wire
dies der Fall, so wdre p durch 2, 3 bzw. 5 teilbar und zugleich
gréBer oder gleich 30, also keine Primzahl. Jede natilirliche Zahl
¢ <30 aber, die nicht Vielfaches von 2, 2 oder 5 ist, ist ent-
weder 1 oder eine Primzahl. (Dies erkennt man durch aufzdhlendes
Probieren oder folgendermaBen: Wenn eine natiirliche Zahl r weder 1
noch Primzahl noch Vielfaches von 2, 3 oder 5 ist, so ist sie das
Produkt mindestens zweier Primzahlen, die sdmtlich gr&Ber oder
gleich 7 sind, also gilt dann r = 49 > 30.)

Damit ist die Behauptung in jedem Falle bewiesen.
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180936) Losung : 8 Punkte

ﬁ, Die Strecken A]B], A

1)

1C1 schnei-
BC in je einem Punkt Q
bzw. R, die Strecken AZBZ'

C,B, schneidenl) AC in je einem
Punkte S bzw. T. Mit diesen Be-
zeichnungen sind F1, F2 die
Dreiecksflédchen (A,QR) bzw.

(SBZT), und wegen ihrer Ent- 4

stehung bei den genannten Ver-

Abb. L 936

schiebungen gilt
A0 lIsB,, or|| B,T, RA, || Ts. (1)

"Da T, Q, R nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen (und das-
selge £HT B2, Q, R gilt, also insbesondere R # T sowie Q # 32
)

ist®’), sind die durch R, T gehende Gerade g und die durch Q,32

2)

gehende Gerade h (jeweils eindeutig bestimmt und) voneinander

verschieden3).

L) Istig ” h, so folgt hieraus und aus (1), daB RTB,Q ein Paral-
lelogramm ist. Es gibt daher eine Verschiebung, die R in T
und Q in B, Uberfiihrt. )

IT) - Iet g,H/h, so haben g und h genau einen Punkt 2 (#.R,T,Bz,Q)
gemeinsam. Diejenige Streckung mit Z als Zentrum, die R in T
iiberfiihrt, fiihrt Q in den Schnittpunkt von h mit der Paralle-
len durch T zu RQ iiber, also nach (1) in den Punkt B2.

Die in (I) bzw. (II) genannte Verschiebung bzw. Streckung fiihrt

die Gerade durch Q,A1 in die zu ihr parallele Gerade durch B2

iiber, also wegen (1) in die Gerade durch BZ'S‘ Ebenso fiihrt diese

Verschiebung bzw. Streckung die Gerade durch R,A1 in die Gerade

durch T,S iiber. Daher fiihrt sie A

Fl&che F

1 in S und somit insgesamt die

1 in die Flé&che F2 iber, w.z.b.w.

Hinweise zur Korrektur:

1) Ein Beweis dieser Aussagen wird vom Schiiler nicht verlangt.

2) Die ausdrilickliche ErWéhnung derartiger Verschiedenheitsrela-
tionen bzw. Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen flir Geraden,
wird nicht vollstindig vom Schiiler verlangt.
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3) Statt mit den obengenannten Geraden g und h kann auch mit g
und der Geraden k durch A1,S argumentiert werden. Flir Beweis-
wege mit h und k wdre dagegen zu beachten, daB auch S,Bz,A1,Q
kollinear, also h und k miteinander identisch sein k&nnen.
(Das wiirde in (I) die sofortige Verwendung der Parallelogramm-
eigenschaft verhindern bzw. liberhaupt die M&glichkeit offen-
lassen, daB statt (I) eine Streckung mit einem geeigneten
Punkt Z auf h (=k) heranzuziehen wédre.) Die Beachtung dieser

Mo6glichkeit wird vom Schiiler gefordert.



