A 10;I XVII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prédzise formuliert und bewiesen werden.
Der Ldsungsweg (einschlieflich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muf deutlich erkennbar sein. Die
Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und grammatisch

einwandfreien S&tzen darzulegen.

alygaliofil
Es seien a und b positive reelle Zahlen, n eine natiirliche Zahl.
Beweisen Sie, daR dann

(a + b)n S0

n

(a™ + p™) gilt!

1082

Es sei ABCD ein nicht tiberschlagenes Viereck, das die Seitenléngen
ZB = 9 em, BC = 6 cm, CD = 11 cm, AD = 8 cm hat und in dem der
Innenwinkel bei B eine GrdBe von 110° hat.

Untersuchen Sie durch Konstruktion, ob durch diese Angaben der
Flicheninhalt von ABCD eindeutig bestimmt ist! Begriinden und
beschreiben Sie eine Konstruktion derjenigen Lénge UV, die die
Seitenlinge eines zu ABCD flicheninhaltsgleichen Quadrates UVWX ist!

171033
Jens, Uwe, Dirk und Peter diskutieren dariliber, welchem Zahlen-
bereich die Zahl z angehdrt, die durch den Term

1g(7 - 4- )
1g(2 -

definiert werden soll.
Jens sagt, daB z eine natlirliche Zahl ist, Dirk meint, die Zahl z

=

sei eine rationale Zahl, Uwe h#lt z fir irrational, und Peter ver-
mutet, dak der Term iberhaupt keine Zahl z definiert.
Entscheiden Sie, wer recht hat!
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 2. Tag -

171034 >
Geben Sie alle Primzahlen p an, fir die 3p + 4 = 22 gilt, wobei
7 eine natilirliche Zahl ist!

171035

Aus den natirlichen Zahlen von 1 bis 200 werden 101 verschiedene
Zahlen beliebig ausgew&hlt.

Es ist zu zeigen, daB bei jeder solchen Auswahl unter den ausge-
wdhlten Zahlen mindestens zwei existieren, so daR die eine ein
ganzzahliges Vielfaches der anderen ist.

171036

Gegeben sei der Radius r eines Kreises k. Unter allen zu k konzen-

trischen Kreisen k', deren Radius r' groéRer als r ist, seien die-

jenigen betrachtet, filir die folgendes gilt:

(1) Es gibt ein gleichseitiges Dreieck ABC so, daf A auf k' liegt
und B und C auf k liegen.

a) Beweisen Sie, daR unter allen so entstehenden Dreiecken ABC
auch solche mit maximalem Fl&dcheninhalt existieren und daR
diese fir genau einen Wert ri von r' zustandekommen! Driicken
Sie diesen Wert ri und diesen maximalen Fldcheninhalt F, durch
r aus!

b) Zeigen Sie, daR flr den Wert ri auch noch Dreiecke ABC existie-
ren, die (1) erfiillen und einen Fl&cheninhalt Fo<: Fl haben!
Beweisen Sie, daR es genau einen solchen Flicheninhalt FO gibt
und drilicken Sie ihn durch r aus!

c) Beweisen Sie, daB es genau einen Wert ré VonSrImitG folgender
Eigenschaft gibt: Alle Dreiecke ABC, die (1) fiir dieses r'
erfiillen, haben denselben Fl&cheninhalt! Driicken Sie diesen

Wert r!

5 und den zugehdrigen Flicheninhalt F2 durch r aus!
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L2103 T XVII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)

L8sungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 = 1. Tag =

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L8sungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

171031) Lésung: 6 Purkte

Es sei o.B.d.A. a ¥ b. Dann gilt
(a+b)" & (2b)j} , da a durch eine h&ch-
(a+b)n < Nn stens gréRere Zahl er-

setzt wurde,

Ferner gilt (%) (a+b)™ ) T 2nan, da auf der gréRe-
} ren Seite eine
positive Zahl ad-
diert wurde, also
auch
(a+b)™ s 2n(an + bn), wW.z.b.w.
(Ab (%) kann sogar < geschrieben werden)

171032) Lésung: 7 Punkte

Durch die Angaben {iber AB, BC, <€ ABC ist das Dreieck ABC bis auf

Kongruenz eindeutig bestimmt. Wie eine Konstruktion zeigt, haben

die Kreise um A bzw. C mit 8 cm bzw. 11 cm als Radius genau zwei

Schrittpunkte. Genau einer von ihnen liegt nicht auf derselben

Seite der Geraden durch A und C wie B; dieser sei D genannt, der

, ~ndere D*. Die Konstruktion ergibt,. daB ABCD® ein tiberschlagenes
viereck wird. Somit ist durch die Angaben tiber AB, BC, CD, AD,

<X ABC ein nicht.ﬂberschlagenes Viereck ABCD bis auf Kongruenz

eindeutig und daher auch sein Flicheninhalt eindeutig bestimmt.

Die Lote von B und D auf AC seien BB' bzw. DD'. Dann hat ABCD den

Fl&cheninhalt % AC . BB" + % AC e DDF =" AT » % (BBT + DD'). Daher

hat ein Rechteck mit den Seitenlingen AC und % (BBT + DD') densel-
ben Fl&cheninhalt. Sind M, N die Mittelpunkte von BB' bzw. DD',

 so haben die Parallelen zu AC durch M bzw. N den Abstand

% (BBT + DD') voneinander. Daher entsteht durch diese Parallelen

und durch die in A bzw. C auf AC errichteten Senkrechten ein Recht~-
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eck EFGH, das die genannten L&ngen als Seitenlingen hat.

Ist etwa EF >FG, liegt G' so auf EF, daR FGT = TG gilt und ist
EFV ein bei V rechtwinkliges Dreieck, flir das VG' das Lot von V
auf EF ist, so ist nach dem Kathetensatg fvz = EF . F@' = EF . T4,
also ein lber FV errichtetes Quadrat zu EFGH flécheninhaltsgleich.

Daher fiihrt (z. B.) die folgende Konstruktion zu der gesuchten

Lénge UV:

(1) Man konstruiert die Parallelen P bzw. g durch die Mittelpunkte
M bzw. N von BB' bzw. DD' zu AC.

(2) Man errichtet die Senkrechten s bzw. t in A bzw. C auf AC.

(3) Die Parallele p schneidet s bzw. t in E bzw. F; q schneidet s
bzw. t in H bzw. G. Hierbei wird EFGH ein Rechteck mit
EF > FG.

(4) Der Kreis um F durch G schneidet EF in G'.

(5) Die Senkrechte in G' auf EF schneidet einen Halbkreis tiber
ER in Vi

(6) Man setze F = U. Die Strecke UV hat die geforderte Linge; ein
Uber ihr errichtetes Quadfat UVWX ist zu ABCD flicheninhalts-

gleich.
Abb. L 1032 siehe nichste Seite
171033) L&sung: 7 Punkte

Es gilt 2/ -1 3>.0,: 0180 Tt 18 (2= VB) definiert, Posnan gilt
@YD :=bh-uyT.+s3
=7 - Uy 3, also ist auch 7 - 4/ 23>0 und folglich
lg (7 - 4 ¥V 3) definiert. Ferner ist 2 -V 3 # 1, also
lg(2 - V"' 3) # 0; somit wird durch den gegebenen Term eine Zahl z
definiert, und fir sie folgt auRerdem

AR LISy 2 St -
i %g(g BT 2:1ng(§ 2 AN

Daher haben Jens und Dirk recht, Uwe und Peter haben nicht recht.

n
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Abb. L 1032
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Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 2. Tag -

171034) Ldsung: 6 Punkte

Angenommen, es gibt eine derartige Primzahl p, dann-ist mit einer
natilirlichen Zahl z

3ip¥ H= 22, also

3p =z2-4,

5:'p =i (g 2%z =2

Da 3p und z + 2 positiv sind, ist auch z - 2 eine positive ganze
Zahl. Die einzigen Mdglichkeiten, 3p in positiv ganzzahlige Fakto- .
ren zu zerlegen, bestehen aber darin, daf die Faktoren entweder

1 und 3p oder 3 und p lauten. Ferner haben z + 2 und z - 2 die
Differenz 4 voneinander. Daher wiirde die Zerlegung mit 1 als Fak-
tor auf 5 als zweiten Faktor fihren und somit nicht auf einen Fak-
tor der Form 3p. Also bleibt nur die Mdglichkeit, daR ein Faktor 3
und folglich der andere p = 7 lautet.

Tats&chlich erfiillt p = 7 die Bedingung 3 . 7 + U4 = 25 = 52.
Die einzige Primzahl, die die gestellte Bedingung erfilillt, ist 7.

171035) L8sung: 6 Punkte

Die Anzahl der geraden unter den 101 auséewéhlten Zahlen sei m.
Dann ist (101 - m) die Anzahl der ungeraden unter den ausgewdhlten
Zahlen. Dividiert man jede der m geraden Zahlen jeweils durch die

h8chste in ihr enthaltene Zweierpotenz, so erhilt man als Quotien-
cen m ungerade Zahlenangaben. Zusammen mit den zuvor genannten
101 - m ungeraden Zahlen hat man somit eine Angabe von 101 unge-
raden Zahlen. Da sich unter den natiirlichen Zahlen von 1 bis 200
nur 100 ungerade befinden, miissen mindestens zwei der angegebenen
101 ungeraden Zahlen einander gleich sein. Die ausgew#hlten Zah-
len, aus denen diese beiden iUbereinstimmenden ungeraden Zahlen-
angaben gewonnen wurden, unterscheiden sich daher in ihrer Prim-
zerlegung nur um eine Potenz von 2. Die gr&Bere von beiden Zahlen
ist mithin ein ganzzahliges Vielfaches der kleineren, was zu zei-
gen war.
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171036) Lésung: 8 Punkte
a) Der Flicheninhalt eines Dreiecks ABC, das (1) erfiillt, ist ge-

b)

c)

nau dann maximal, wenn BC maximal ist. Nun gibt es im Kreis k
Sehnen BC maximaler Linge, nidmlich genau ‘die Durchmesser. Also
ist die Existenz von Dreiecken ABC, die (1) erftillen und maxi-
malen Fl&cheninhalt haben, bewiesen, wenn noch folgendes gezeigt
ist: Wenn Blc1 ein Durchmesser von k ist, A1B101 ein gleichsei-
tiges Dreieck und k' der zu k konzentrische Kreis dqrch A1 :
so ist sein Radius r' grdBer als r. Dies trifft in der Tat zu;
denn es folgt EIEI = 2r und, wenn M den Mittelpunkt von k be-
zeichnet, EKI = r 3 als Hohenlédnge im gleichseitigen Dreieck
A1B101. Zugleich ist damit dieser Wert r' = r 3 als einzig

s,

méglicher in a) genannter Wert fiir r!' nachgewiesen, und als
maximaler Flicheninhalt ergibt sich F, = % §I§Z 5 ﬁKI = r2f_3i
Sind M, r!, A15101 wie in a), so schneiden die Geraden durch
A, und BiAbzw. 01 den Kreis k jeweils noch ein zweites Mal, da
sie einen Punkt auBerhalb k mit je einem Punkt auf k verbinden
und nicht auf MB, bzw. MC, senkrecht stehen. Der jeweils erhal-
tene zweite Schnittpunkt sei BO bzw. Co' Bei Spiegelung an der
Geraden durch A1 und M geht B1 in C1 tber, A1 und k gehen in
sich liber, also geht BO in Co Uber.

Daher ist AA B C, gleichschenklig mit KIE; = K;E;, wegen
:EE“EEK;E; = 60" sogar gleichseitig, folglich erfillt es (1)
und ist auBer A151C1 das einzige Dreieck A BC, das (1) erfiillt.
Weiter ist AsMBiBO gleichschenklig mit MB1 = MBo’ wegen
:;;ﬁﬁ;ﬁ; = 60° sogar gleichseitig; dasselbe gilt furAZSMclco
Daher wird auch AMB_C_ mit ﬁﬁ; = ME; und :55_§gﬁ5; = 60°
gleichseitig, folglich ist ESEZ r, und.ASAlBOCo hat den (da-
mit eindeutig bestimmten) Flicheninhalt F_ = 1295 < Ry,

Flir jeden liberhaupt zu betrachtenden Wert von r' gilt: Ist A2
irgendein Punkt auf k' und ist ABC irgendein Dreieck, das (1)
fir dieses r' erfiillt, so geht dieses durch eine geeignete Dre-
hung um M in ein Dreieck A2B2C2 tber, das ebenfalls (1) fiir
dieses r' erfiillt. Daher hat ein Wert r' genau dann die in c)
genannte Eigenschaft, wenn fiir einen einzigen Punkt A2 aufiik!

alle Dreiecke A2B202, die (1) fir r' erflillen, dieselbe Seiten-
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lénge haben. Damit ist gleichwertig, daB es genau einen Kreis
h um A2 gibt, der k in zwei Punkten B2,02 mit‘—gag = K;ﬁg oder,
wegen KEEE 5 KEE; #quivalent hierzu, mit:EE_ﬁzﬁgﬁg = 60"
schneidet. Nun gehen k und jeder Kreis h um A2 bei Spiegelung
an der Geraden durch A2 und M in sich iber; daher ist die zu-
letzt genannte Forderung 4quivalent mit :5fTﬂKE§; = 30°. Also
hat r' genau dann die genannte Eigenschaft, wenn ein Strahl
aus A2, der mit A2M einen Winkel von 300 bildet, mit dem Kreis k
genau einen Punkt B2 besitzt, d. h. Tangente an k ist. Hierfiir
ist notwendig und hinreichend, daf r' die Hypotenusenlinge in
einem rechtwinkligen Dreieck ist, in dem eine Kathete r und der
ihr gegeniiberliegende Winkel 30° betrédgt. Durch diese Forderung

ist, wie behauptet, genau ein Wert r! bestimmt, und zwar ergibt

2
sich:

Spiegelt man ein solches Dreieck MA2B2 an der Geraden durch M
und B2, S0 entsteht ein gleichseitiges Dreieck; folglich gilt

ré = MA, = 2 MB2 = 2r. Die HBhenlinge A2B2 3 3 dieses Drei-

2
ecks ist die Seitenlinge vonAA2B202; folglich betrigt
F2=%AB2}/3=%I‘2]/3". A

Abb. L 1036 A,



