A 9;I XVII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 9 = 1. Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prizise formuliert und bewiesen werden.
Der Ldsungsweg (einschlieflich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muf deutlich erkennbar sein. Die
Gedankenginge und Schlilsse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien S&itzen darzulegen.

170931

Ermitteln Sie die Anzahl der natiirlichen Zahlen von 1 bis 1000
(einschlieflich dieser Grenzen), die weder durch 2 noch durch 3
noch durch 5 teilbar sind!

170932

Es sei ABCD ein nicht ilberschlagenes Viereck, das die Seitenléngen

AB = 9 cm, BC = 6 cm, CD = 11 cm, AD = 8 cm hat und in dem der

Innenwinkel bei B die Grége 110° hat.

Untersuchen Sie durch Konstruktion, ob durch diese Angaben der

Flicheninhalt von ABCD eindeutig bestimmt ist!

Von einem Rechteck EFGH werden nun folgende Eigenschaften gefor-

dert:

(1) Das Rechteck EFGH ist flicheninhaltsgleich dem Viereck ABCD.

(2) A liegt auf der Rechtecksseite EH zwischen E und H, und C
liegt auf der Rechtecksseite FG.

(3) Die Rechtecksseite EH steht auf AC senkrecht.

Begriinden und beschreiben Sie, wie sich alle diejenigen Punkte

konstruieren lassen, die als Eckpunkt E eines Rechtecks EFGH mit

den geforderten Eigenschaften (1), (2), (3) auftreten konnen!

170955

In einem Dreieck ABC sei AC = b = 13 cm und BC = a = 15 cm.

Das Lot von C auf die Gerade durch A und B sei CD, und es gelte
CDR= h, = 12 cm. )

Ermitteln Sie filr alle Dreiecke ABC, die diesen Bedingungen ent-
sprechen, den Flicheninhalt I!
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A 9;IT XVII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 9 - 2. Tag -

170934

Fiir ein gleichschenkliges Trapez ABCD mit AB|ICD gelte

BC = CD = DA = a, sowie AB> a.

a) Beweisen Sie, daB die Diagonale AC den Innenwinkel =< DAB des
Trapezes halbiert!

b) Berechnen Sie die Linge von AB fiir den Fall, da® <t DAB = 60
gilt!

(o]

170935

Beweisen Sie folgende Aussage:

Vergrdfert man das Produkt von vier aufeinanderfolgenden natir-
lichen Zahlen um 1, so erhdlt man das Quadrat einer nattirlichen
Zahl!

170936
Flir jedes i = 1, 2, 3 seien Xy und v; zwei beliebige voneinander
verschiedene reelle Zahlen, und es seil mit di die grokere der
beiden Zahlen Xy und ¥ bezeichnet.
a) Beweisen Sie:

Wenn Xy X, + X3 und y4 < Yo *+ V3 gilt, dann gilt

d, ¥ 4 + dg.

HA:

1 2
b) Stellen Sie fest, ob auch die folgende Aussage gilt:

< : : <
Wenn d1 = d2 + d3 gilt, dann gilt auch X = %, + x3.
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L 951 XVII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 9 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fir die
1. Stufe gelten auch filir die 3. Stufe.

170931) Ldsung: 7 Punkte

Wegen 1000 : 2 = 500 gibt es 500 Zahlen in diesem Bereich, die
durch 2 teilbar sind.

Wegen 333 <1000 : 3<334 gibt es 333 Zahlen in diesem Bereich,
die durch 3 teilbar sind.

Entsprechend erh#lt man

wegenl) 1000 : 5 = 200 genau 200 Zahlen, die durch 5,

wegenl) 166< 1000 : 6<167 genau 166 Zahlen, die durch 2 und 3,
wegenl) 1000 : 10 = 100 genau 100 Zahlen, die durch 2 und 5,
wegeniz 66<1000 : 15 < 67 genau 66 Zahlen, die durch 3 und 5 und

wegen 33< 1000 : 30< 34 genau 33 Zahlen, die durch 2, 3 und 5
teilbar sind. |
Daraus folgt:
Teilbar durch
2 und 3, aber nicht durch 5 sind 166 - 33 = 133 Zahlen,
2 und 5, aber nicht durch 3 sind 100 - 33 = 67 Zahlen,
3 und 5, aber nicht durch 2 sind 66 ~ 33 = 33 Zahlen,
2, aber weder durch 3 noch durch 5 sind 500 - (33+133+67) =
= 267 Zahlen,
3, aber weder durch 2 noch durch 5 sind 333 - (33+133+33)
= 134 Zahlen,
5, aber weder durch 2 noch durch 3 sind 200 - (33+67+33) = 67 Zahle:

Damit gibt es in diesem Bereich insgesamt

33 + 133 + 67 + 33 + 267 + 134 + 67 = 734 Zahlen, die durch 2, 3
oder 5 teilbar sind. Also sind 1000 - 734 = 266 Zahlen von 1 bis
1000 weder durch 2 noch durch 3 noch durch 5 teilbar.

Der Ldsungsweg sei durch das Mengendiagramm zus#dtzlich veranschau-
dlicht:
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1 C)Rat
teilbar durch 2 teilbar durch 3

3
(=2

teilbar durch 5
1) Ausfiihrung des Schlusses "Sind a, m natiirliche Zahlen mit
a T 1000 : m <a + 1, so gibt es genau a Zahlen im Bereich
von 1 bis 1000, die durch m teilbar sind": Wegen am ¥ 1000<
< (a + 1) m ist die grdRte unter den durch m teilbaren Zahlen des
Bereichs von 1 bis 1000 die Zahl am. Alle diese Zahlen sind
folgiich 1 . my 2 . m, ... , a . m. Daher ist ihre Anzahl a.

2. L8sungsweg:

Eine ganze Zahl ist genau dann weder durch 2 noch durch 3 notch
durch 5 teilbar, wenn sie zu 30 teilerfremd ist. Unter den Zahlen
von 1 bis 30 sind das genau die 8 Zahlen

1T L A5 S T R O S B 0. (1)
Zerlegt man den Bereich der Zahlen von 1 bis 990 in Abschnitte aus
Jje 30 aufeinanderfolgenden Zahlen, also jeweils von einem 30 m + 1
bis 30 m + 30 = 30 (m + 1), so sind in jedem solchen Abschnitt
genau diejenigen Zahlen 30 m + g zu 30 teilerfremd, fiir die g eine
der Zahlen (1) ist. Da es genau 33 solcher Abschnitte gibt, sind
genau 33 . 8 = 264 Zahlen des Bereichs von 1 bis 990 zu 30 teiler-
fremd. Aus dem Bereich von 991 bis 1020 kommen dazu (fiir den Be-
reich bis 1000) noch genau die Zahlen 991 und 997.
Somit betrigt die gesuchte Anzahl 266.

170932) Ldsung: 8 Punkte

Durch die Angaben iiber AB, BC, <L ABC ist das Dreieck ABC bis auf
Kongruenz eindeutig bestimmt. Wie eine Konstruktion zeigt, haben
die Kreise um A bzw. C mit 8‘cm bzw. 11 e¢m als Radius éenau zwel
Schniftpunkpe. Genau einer von ihnen liegt nicht auf derselben

Seite der Geraden durch A und C wie B; dieser‘sei D genannt, der
andere D*. Die Konstruktion'ergibt, daf ABCD™ ein iiberschlagenes
Viereck wird. Somit ist durch die Angaben iiber AB, BGC, CD, AD,

2



L 9;I

<X EBC ein nicht iiberschlagenes Viereck ABCD bis auf Kongruenz
eindeutig und daher auch sein Flicheninhalt eindeutig bestimmt.

(I) Angenommen nun, ein Rechteck EFGH habe die Eigenschaften

(I1)

(I11)

(1), (2), (3). Dann ist AEFC nach (2), (3) ein Viereck mit
rechten Winkeln bei A, E und F, also ein Rechteck. Die Seite
EF ist somit parallel und gleichlang zur Strecke AC. Die
Lote von B und D auf AC seien BB' bzw. DD'. Dann hat ABCD,
nach (1) also auch EFGH, den Fl#cheninhalt

%—E.—TBB + %E.‘DD' = E.%(BB + DDT) = %( BT + DD7).

Daraus folgt EH = %(BB' + DD').

Hiernach und wegen (2) hat A von E einen Abstand, der klei-

ner ist als —(BB' + DD"); ferner ist E # A und liegt nach

(3) auf der in A auf AC errichteten Senkrechten.

Daher kann ein Punkt nur dann als Eckpunkt E eines Rechtecks

EFGH mit den Eigenschaften (1), (2), (3) auftreten, wenn er

durch folgende Konstruktion erhalten werden kann:

(4) Man errichtet die Senkrechte s in A auf AC.

(5) Man f411t die Lote BB' und DD' von B bzw. D auf AC.

(6) Von A aus trigt man auf s nach beiden Seiten die Strecken
AX1 bzw. AX2 der Lange EBB' ab und verlingert sie tlber
X1 bzw. X2 hinaus um §DD' bis zu Y, bzw. Y

1 2°
(7) Man wdhlt E auf der Strecke Y,Y  verschieden von A, Y Y

by

und sonst beliebig.
Beweis, daR jeder so erhaltene Punkt E Eckpunkt  eines Recht-
ecks EFGH mit den Eigenschaften (1), (2),. (3) ist:
Nach (5), (6), (7) ist KE'<:1{E§T + DD') und E # A. Daher
gibt es auf der Verlangerung von EA lUber A hinaus e1nen
Punkt H mit EH = -(BB’ + DD'). Die Parallelen durch E bzw. H
zu AC schneiden dle Parallele durch C zu s in F bzw. G. So
entsteht ein Rechteck EFGH, das (2), (3) erfiillt. Darin ist
EFCA ein Rechteck, also gilt EF = AC. Damit hat EFGH den
Flicheninhalt EF . T8 = %T\E.W + 1KC.0D7, d. h. denselben

Fldcheninhalt wie ABCD und erfiillt demnach (1).



L 9;I

Abb. L 932

170933) Ldsung: 7 Punkte
Flir die Lage des Punktes D sind nur die beiden folgenden F&lle

méglich.

Fall 1: Punkt D liegt zwischen A und B (Abb. L 933 a)

Ein Dreieck ABC mit Cieser Eigenschaft, das den Bedingungen der
Aufgabe entspricht, kann wegen hc<< a und hcc: b durch Konstruk-
tion der rechtwinkligen Teildreiecke CDA und CDB auf verschiede-
nen Seiten der Geraden durch C und D erhalten werden. Fir seinen
Fl&dcheninhalt I gilt



LT

A D B

Abb. L 933 a

gl B.ﬁ:%(m+5§).ﬁ.

N

Nach dem Lehrsatz des Pythagoras gilt nun:

AD =|/b: - h em =9169 - 144 em =‘V 25 ecm = 5 cm, sowie i
DB =Va2 - hc2 em =)225 - 144 cm =V 81 cm

I=%(5+9).12cm2=8’40m2.

9 cm und somit

Fall 2: Punkt D liegt nicht zwischen A und B (Abb. L 933 b)

Abb. L 933 b

Da wiederum nach dem Lehrsatz des Pythagoras BD =V a2 = hi cm = 9 cm,

sowie AD =) bZ - h_ cm=5cm

und somit BD > AD gilt, so entsteht auch fiir den vorliegenden Fall
durch Konstruktion von Dreiecken CDA, CDB, diesmal aber auf dersel-
ben Seite der Geraden durch C und D, ein Dreieck ABC, das den Be-
dingungen der Aufgabe entspricht. Fir seinen. Flicheninhalt I gilt

1@.@:%@-@.6‘,
2

(9 - 5) . 12 em® = 24 cin®.
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MG s XVII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
L8sungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 - 2. Tag -

170934) Lésung: 6 Punkte

Es sei =< DAC =o€ .

a) Dann ist <X DCA = ¢ , als Basiswinkel im gleichschenkligen Drei-
eck ACD.

Ferner gilt <<€ CAB = ol , da =T CAB und <<CU ACD Wechselwinkel
an Parallelen sind.

Folglich gilt <C DAC = < CAB, also halbiert AC den Winkel
<C DAB.

b) Es seien E und F die FuRpunkte der von D bzw. C auf AB gef#ll-
ten Lote. Wegen o = 60° liegen E und F zwischen A und B.
Spiegelt man AD an DE und ist A' der Bildpunkt von A bei dieser
Spiegelung, so liegt A' wegen DE . AB auf der Geraden durch
A und B, und wegen =C DAA' = <C DA'A = 60° ist das Dreieck
AA'D gleichseitig.

Wegen AE = A'E gilt AE = %.
Entsprechend folgt FB = %.
Da EFCD ein Rechteck ist, gilt EF = DC = a.

Somit ist AB = % + a + % = 2a.

170935) L&sung: 6 Punkte
Sei x die kleinste der vier aufeinanderfolgenden natiirlichen Zah-

len. Dann ist das um 1 vergrdfBerte Produkt der vier Zahlen die
Zahl x (x + 1) (x + 2) (x + 3) + 1 = xu +'6x3 + 11x2 + 6x + 1. (1)
Ferner ist x2 + 3x + 1 eine natiirliche Zahl, und diese hat das
Quadrat (x2 + 3X + 1)2 = xl4 + 6%° + 11)'(2 + 6x + 1, also diéselbe
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L 9511
Zahl wie in (1).
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Hinweis: Uberlegungen z. B. der Art "Wenn xl1l + 6x3 +...+1 flir je-
des x das Quadrat einer natiirlichen Zahl ist, dann hat diese die

Form x

2

zu einer vollstindigen L&sung nicht\erforderlich.

170936) Lésung: ‘6 Punkte

a) Nach Definition von d2 Jisits X, s d2; nach Definition von d

b)

3 et

A

<
X

'xl s X, + X5 folgt daher -

x, ¥ dy + dg. (1)
Nach Definition von d, ist y2'§ d,; nach Definition von d3 ist
y3 *q Hiernach gilt Yo 4 y3 s d2 + d3; aus der Voraussetzung
v, B v, *+ ¥4 folgt daher

v, S dy + 5. (2)
Nach seiner Definition ist dy eine der beiden Zahlen X415 ¥q-
Daher ist d1 die linke Seite in einer der beiden Ungleichungen
(1), (2), und diese besagt somit d1 T d, + d3, W.z.b.W.
Die in b) genannte Aussage gilt nicht. Zum Beweis geniligt die
Angabe eines Gegenbeispiels:
Es sel z. B. Xy = 25 X, = 1 und X3 = 0, sowie Vg0 ¥y = 2
und Tai5 1. Diese Zahlen erfiillen die Voraussetzungen
X # ¥qs X5 # Yoo X3 # y3e
Flir sie ist fernerd1 = 2, d2 = 2 und d3 = 1 laut Definition
von di' Es gilt also d1 = d, + d3, aber offensichtlich nicht

<

Xy ® X, + X,

+ mx + 1, und m geniligt einem Koeffizientenvergleich" sind

3 d3.'H1ernach gilt X5 + x3 = d2 + d3; aus der Voraussetzung



