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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 8 - 1. Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle ver-
wendeten Aussagen prédzise formuliert und bewiesen werden.
Der L8sungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muR deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengénge und Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien S8tzen darzulegen.

170831

Es ist zu beweisen: Wenn der Winkel <JC CBA eines Dreiecks ABC die
GroRe 300 hat, dann hat die Seite AC des Dreiecks ABC die gleiche
Linge wie der. Radius des Umkreises k dieses Dreiecks.

170832

Gegeben seien ein Punkt S und zweil von S ausgehende Strahlen a und
b, die miteinander einen spitzen Winkel bilden.

Konstruiere im Innern dieses Winkels einen Punkt P, der folgenden
Bedingungen entspricht:

(1) P hat von a den doppelten Abstand wie von b.

(2) Die Linge der Strecke SP betridgt 5,0 cm.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!
Stelle fest, ob durch die Bedingungen der Aufgabe ein Punkt P ein-
deutig bestimmt ist!

170833

Die gebrochene Zahl soll als Differenz zweier positiver echter

o)
91
Briiche mit den Nennern 7 und 13 dargestellt werden.

Unteréuche, ob es eine solche Darstellung gibt, ob es mehr als

eine gibt, und ermittle alle derartigen Darstellungen!
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170834

Eine Pioniergruppe sammelte Altpapier; der gesamte Erl@ys wurde auf

das Solidarititskonto liberwiesen. Die Pioniere bildeten zwei Bri-

gaden, jeder Pionier der Gruppe gehdrte genau einer dieser Briga-

den an. Uber das Sammelergebnis ist folgendes bekannt:

(1) Jeder Pionier der Brigade A sammelte genau 13 kg, auker einem,
der nur genau 6 kg mitbrachte.

(2) Jeder Pionier der Brigade B sammelte genau 10 kg, aufer einem
mit nur genau 5 kg. '

(3) Brigade A sammelte insgesamt die gleiche Menge wie Brigade B.

(4) Die gesamte Pioniergruppe sammelte mehr als 100 kg,jedoch
weniger als 600 kg Altpapier.

a) Wieviel Pioniere gehdrten einer jeden Brigade insgesamt an?

b) Wieviel Mark konnte die Pioniergruppe auf das Solidaritits-
konto liberweisen, wenn der Altstoffhandel 0,15 Mark pro kg
Altpapier bezahlte?

170835
Man ermittle alle geordneten Tripel [Pl’ P2, Pi] von Primzahlen

Pys Py, P3 mit P2:> P3, die der Gleichung

Py (P, + Py) = 165 (1)
genligen!
170836

Zwel Platten von gleicher Dicke bestehen aus Eichenholz bzw. Stahl.

Der Flicheninhalt der Grundfliche der Eichenplatte ist um 20 %
groRer als der Fldcheninhalt der Grundfl&che der Stahlplatte.

Die Dichte des Eichenholzes verh&lt sich zur Dichte des Stahls
wie 1 : 10.

Ermittle, um wieviel Prozent die Masse der Stahlplatte gréRer als
die Masse der Eichenplatte ist!
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Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8 - 1, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L8sungen fiir die
1. Stufe gelten auch fir die 3. Stufe.

170831) Losung: 5 Punkte

Es sei M der Mittelpunkt und r der Radius von k. Der Winkel

<< AMC hat nach dem Satz liber Zentri- und Peripheriewinkel die
Grége 60°. Hieraus,und da das Dreieck AMC wegen AM = WMC = r gleich-
schenklig ist, folgt nach dem Satz liber die Summe der Innenwinkel
im Dreieck <€ MCA = < MAC = 600, d. h. das Dreieck AMC ist

gleichseitig, und es ist AC = CM = MA = r, w.z.b.w.

Abb. L 831

170832) Ldsung: 8 Punkte

I). Es sei P ein Punkt, der den Bedingungen der Aufgabe entspricht
(Abb. L 832).
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Abb. L 832

Die FuRpunkte

1)

der Lote von P auf a bzw. b seien A bzw. B.

Dann gilt PA = 2 PB, d. h. PA : PB = 2 : 1.

Ist h eine béliebige Parallele zu b auf der Seite von b, auf
der a liegt, so schneidet sie den Strahl aus S durch P in
einem Punkt P' (ein Beweis dieser Aussage wird vom Schiiler
nicht verlangt). Die Fuﬁpunktel) der Lote von P' auf a bzw. b
seien A' bzw. B'. Nach dem Strahlensatz gilt dann

P™AT : PA = SP" : SP und P'B' : PB = SP' : SP, also

P'A" : PA = P'B' : PB. Hieraus folgt P'A' : P'B' = PR : PB =

=2

1. Somit hat die Parallele g zu a durch P' doppelt so

groRen Abstand von a wie h von b. Diese Parallele g liegt auf
der Seite von a, auf der b liegt.

II). Deshalb entspricht ein Punkt P nur dann den Bedingungen der
Aufgabe, wenn er durch folgende Konstruktion erhalten werden

kann:

1. Man zieht eine beliebige Parallele h zu b auf der Seite
von b, auf der a liegt.

2. Man konstruiert in doppelt so groRem Abstand von a, wie
ihn h von b hat, die Parallele g zu a auf der Seite von a,
auf der b liegt.

Schneiden sich g und h im Innern des gegebenen Winkels,
so sei der Schnittpunkt P' genannt.

3. Um S beschreibt man einen Kreis mit einem Radius von

5,0 cm. Der Schnittpunkt dieses Kreises mit dem Strahl aus
S durch P' sei P genannt.
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III). Beweis, daR jeder so konstruierte Punkt P den Bedingungen
der Aufgabe entspricht:
Die FuBpunkte der Lote von P auf a bzw. b seien A bzw. B;
die FuBpunkte der Lote von P' auf a bzw. b seien A' bzw. B'.

Nach Konstruktion gilt PTA'" : PB = SP' : SP, also P'A' : PA
= PTBT : PB. Hieraus folgt PA : PB = P'AT : P'BT = 2 : 1,
also ist (1) erfiillt. Nach Konstruktion erfiillt P auch (2).
Schlieflich liegt P' (nach Konstruktion) und daher auch P
im Innern des gegebenen Winkels.

IV). Die Konstruktionsschritte 1., 2. sind eindeutig ausfiihrbar;
die Geraden g und h schneiden sich, und zwar im Innern des
gegebenen Winkels (ein Beweis dieser Aussage wird vom Schii-
ler nicht verlangt). Hierauf ist auch Konstruktionsschritt 3.
eindeutig ausfiihrbar. Daher gibt es genau einen Punkt P,
der alle Bedingungen der Aufgabe erfiillt.

1) Die Existenz der FuRpunkte (auf dem Strahl a bzw. b) folgt .aus
der Voraussetzung, daR a und b einen spitzen Winkel bilden.
Diese Feststellung und ihr Beweis werden vom Schiiler nicht ver-

langt.
170833) Ldsung: 6 Punkte :
Angenommen, es gibt eine solche Darstellung; dann lautet sie

ORI RS
91 [/ IS5
wobeili x und y natiirliche Zahlen mit 0 < x < 7
und 0 < y<13 sind.
Wegen 91 = 7 . 13 gilt daher
13x = Ty = 9,
Ty = 13x = 9,

= 15x%U=K9
M E ) 7 o
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Wir erhalten ftir x = 1, 2, 3, 4, 5, 6

X 15x: 15x =9
al 13 4
2 26 457
5} 39 30
4 52 43
5 65 56
6 78 69

Von den in der dritten Spalte angegebenen Zahlen ist nur die Zahl
56 durch 7 teilbar. Wir erhalt=sn also nur fiir x = 5 einen ganz-
zahligen Wert fir y, und zwar

R i W, 8.
Somit kann nur die Darstellung

5% = % - T% den Bedingungen der Aufgabenstellung genfii-
gen. Sie erfiillt diese Bedingungen;_denn % und E§ sind positive
echte_ Briiche, und es gilt % A g% - gé = 5%.
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170834) L&sung: 7 Punkte a) 6 Punkte b) 1 Punkt

a)

Die Anzahl der Pioniere, die je genau 13 kg sammelten, sei x,.
Nach (1) gehdren dann genau (x + 1) Pioniere der Brigade A an,
das Sammelergebnis dieser Brigade betrug (13x + 6) Kilogramm.

Die Anzahl der Pioniere, die je genau 10 kg sammelten, sei y.
Nach (2) gehdren dann genau (y + 1) Pioniere der Brigade B an,
und das Sammelergebnis dieser Brigade betrug (10y + 5) Kilo-

gramm.
Nach (3) gilt somit 13x + 6 = 10y + 5,
also y = l}’_x_l_%_l, (3¢)

13x + 1 ist durch 10 teilbar, folglich endet die (Zifferndar-
stellung der) Zahl 13x auf die Ziffer 9 und somit x auf die
Ziffer 3.

Aus (4) folgt 100 < 2 (13x + 6) < 600

und daraus by < 13x < 294,

Dies wird weder von x = 3 noch von Zahlen x = 23 erfiillt, da
hierfiir 13x = 39 bzw. 13x = 299 gilt. Also ist x = 13. Nach (%)
ergibt sich daraus y =>17. h

Somit gehdrten genau 14 Schiiler der Brigade A und genau 18 der
Brigade B an.

b) Brigade A sammelte (13 . 13 + 6) kg = 175 kg und Brigadé B
(17 . 10 + 5) kg = 175 kg, die gesamte Gruppe somit 350 kg Alt-
papier.
Wegen 350 . 0,15 M = 52,50 M konnte die Pioniergruppe genau
52,50 M auf das Solidarit#tskonto Uberweisen.

170835) Lésung: - 7 Punkte

Angenommen,‘es gibt drei derartige Primzahlen. Dann kann wegen
165’= 3 .5 . 11 die Primzahl P, nur eine der Zahlen 3, 5, 11
sein.

1.
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Fall: Es sei P, = 3, dann ist P, + P3 = 55. (2)

Die Summe zweier natiirlicher Zahlen ist nur dann ungerade,
wenn ein Summand gerade, der andere aber ungerade ist.



L 8LIT.
Deshalb, wegen P2 > P3 und weil 2 die einzige gerade
Primzahl ist, kann h8chstens P2 = 53; P3 = 2 die L38sung
von (2) sein. Da diese beiden Zahler. Primzahlen sind, ist
das Tripel [3; 533 2] eine L38sung.

2. Fall: Es sei Py = 5, dann ist P, + P3 = 33, (3) und-analog wie
im Fall 1 ist h&chstens P2 = Bfita P3 = 2 L6sung von (3).
Da 31 und 2 Primzahlen sind, ist das Tripel [5; 313 ﬂ
ebenfalls eine Ldsung.

3. Fall: Es sei P, = 11, dann ist P, + Py = 15, (4) und analog
zum Fall 1 ist héchstens P, = 13; P3 = 2 Ldsung von (4).
Da 13 und 2 Primzahlen sind, erfiillt auch das Tripel
[115 135 2] die Gleichung (1).
Somit sind genau die drei Tripel
[3; 53; 2] i [5; ] Al [125 133 2] L8sung von (1).

170836) L&sung: 7 Punkte
Es seien folgénde'Bezeichnungen verwendet:

Eichenplatte Stahlplatte
Masse mE g
Dichte 5 8s
Volumen VE VS
Inhalt der AE AS
Dreieckfliche
Dicke h h
Dann ist
(1) m, = AE AL dalils SE 5
(2) mg = Ag - h . g
sowie nach Voraussetzung
(3) gE = 10 gs und

(%) A = 755 Ag”
Die Masse der Stahlplatte sei x % der Masse der Eichenplatte.
Dann gilt

Mg = 900 g’
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L 8:IT
Folglich ist wegen (1), ..., (4):

mg AS.h. gS‘lOO . AS.h. gs..100. _ 10 000 _

2500 _ gay 1
3

X = —100 = = s
AT 120 al 12
g 3k 150-As-h- 159
Die Masse der Stahlplatte ist um (833 %

als die der Eichenplatte.

- 100) % =7

3

33 % % gréRer



