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i XVI. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympladeklasse 8

Achtung: Bis auf solche Fekten, die aus dem Schulunterrichi oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver—
wendeten Aussagen prizise formuliert und bewiesen wer-

den. Der Lisungsweg (einschlieBSlich Febenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) mu8 deutlich erkennbar

sein. Die Gedankenginge und Schliisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien Sitzen darzulegen.

160821

Fiir Sechiilerexperimente wurden genau 29 Einzelteile {Versuchs~
materialien) Piir genau 29 M eingekauft. Das waren Teile zu

10 M, 3 M oder 0,50 M; von jeder Sorte mindestens ein Teil.
Andere Sorten kemen unter den eingekauften Teilen nicht vor.

Wieviel Telle von jeder der drei Sorten waren es insgesami?

160822

Ein Rechteck habe die Seltenlingen a, und b1.

Un wieviel Prozent vertndert sich der Flécheninhalt dieses Rechi-
ecks, wenn die Selte a, um 25 % verkleinert und die Seite b1 um
20 % vergropBert wird?

160823

In einem Kreis k seien zwel verschiedene Durchmesser, die nicht
aufeinander senkrecht stehen, eingezeichnet. Fernser sei durch
jeden der vier Endpunkte beider Durchmesser die Tangente gelegt.

Beweise, daB die Schnitipunkte E, F, G, H dieser Tangenten die
Ecken eines nichtquadratischen Rhombue sind!
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160824

Konstruiere ein Viereck ABCD, das folgende Bedingungen erfiillt:
Die GréBe 3 des Innenwinkels <[CBA im Viereck ABCD betrigt 60°.
Die Linge f der Diagonalen BD betriigt 12,5 cm.

Die Linge b der Seite BC betrigt 6,0 cm,

Der Abstand h des Schnittpunktes' S der Diagonalen des Vier-
ecks ABCD von der Seite AB betrdgt 3,5 cm.

Die Diagonalen des Vierecks ABCD stehen senkrecht sufeinander.
Beschreibe. und begriinde deine Komstruktion!

Stelle fest, ob durch dle angegebenen Bedingungen ein Viereck
biis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!



L 8 XVI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)

Logungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspamn zu den Lisungen fiir die
1., Stufe gelten aueh fiir die 2. Stufe.

1608 Lis 3 8 Punkte

Da 3 oder mehr Teile zu 10 M mehr als 29 M kosten, waren es hich-
stens 2 Teile zu 10 M., Angenommen, es wiren genau 2 Teile zu

10 M gewesen. Dann wiren genagu 9 M fiir die beiden iibrigen Sor-
ten verblieben., Von dissen hdtten 1 oder 2 Teile zu 3 M gekauft
werden konnen, wonach 6 bzw. 3 M fiir die Teile zu 0,50 M geblie-
ben wire. Das wiren 12 bzw. 6 Teile zu 0,50 M und damit insge-
gamt 15 oder 10 Einzelieils gewesen, also zu wenig.

Polglich wurde genau 1 Teil zu 10 M gekauft, und es blieben ge-
nau 19 M fiir die 3~Mark-Teile und 0,50-Mark-Teile.

Angenommen, &s wdre nur 1 Teil zu 3 M gekauft worden, dann wiren
noch 16 M geblieben, wofiir 32 Teile zu 0,50 M zu kaufen waren,
insgesamt also 34 Teile, im Widerspruch sur Aufgabe.

Erhoht men nun die Anzahl der Teile zu 3 M immer um 1, so Ver—
ringert sich, wenn der Gesamtprsis gleich bleiben soll, die An-
zahl der Teile zu 0,50 M dabei jeweils um 6, wobei die Gesamt~
zahl der Teile um genau 5 abnimmt. Die einzige Moglichkeit, auf
diese Weise 29 Teile zu erreichen, besteht folglich derin, daB
man die Anzahl der Teile zu 3 M um genau 1 erhdht und damit

die Anzahl der Teile zu 0,50 M um genau 6 verringert. Also wure
den insgesamt genau 1 Tell zu 10 M, genau 2 Teile zu 3 M und
genau 26 Teile zu 0,50 M gekauft.

160822) ILdsung: 10_Punkte

Der Fldcheninhalt A1 des gegebenen Rechtecks betrigt
Ay =8y ¢ by Er entspricht 100 %. :

Die um 25 % verkleinarte Seite habe die ILinge 8y dann gilt

1 3
32=a1—za1=za1.
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Die um 20 % verliéngerte Seite hebe die Linge b,, dann gilt
o 1 -
b2—b1+5b1 —9b1.

Demnach betrdgt der FlHcheninhalt des so verdnderten zweiten
Rechtecks

o 8y o .9 S w By
Az*“z"’a‘iﬁ By = 7581 ¢ Py =75 4 = Ay - 95 4y

Daher wurde der Flicheninhelt des ersten Rechtecks um 10 % ver-
kleinert.

£0823) Losung: 10 Punkte

Werden die in der Aufgabe genannten Durchmesser mit AC und BC
gowie die erwihnten Sehnittpunkte mit E, F, G, H wie in
Abb., L 823 bezeichnet, dann gilt:

I = ¥C = B = §D. Folglich gilt
AAMBF T AMCF und ODMAH E AMDH (s, s, vechter Winkel)

Abb. L 823
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Hieraus folgt
- 07, o) - - } 7w,

weil B und C auf verschiedenen Seiten der Geraden durch M und F
liegen, und entsprechend

DE = &H, I DNH = <] AMH m
Da nun als Gleichheit von Scheltelwlnkeln TBNC = I DHR gilt,
folgt =T BEF = < DN und demit ZNMBF = 2NWDH (s, w, w),

also BF = 0F = DH = 2H. . (1)
Entsprechend erhilt man
ﬁ:m:m=m: (2)

Aus (1) und (2) folgt:
FH = BF = @F = G@H, d. h., EFGH ist ein Rhombus.

Im Viereck AMDH sind die Winkel bei A und D rechte. Daher ergin-
zen sich < AMD und <{ 4HD zu 180°. Laut Voraussetzung ist <[ AMD
kein rechter Winkel. Folglich ist such < AHD kein rechter Win-
kel und EFGH mithin kein Quadrat.

160824 ) Losung: 12 Punkte

I. Angenommen, ABCD sei ein Viereck, das den Bedingungen der
Aufgabe entspricht (Abb. I 824). Dann liegt der Schnitt-
punkt S seiner Diagonalen wegen der Umkehrung des Lehrsat-
zas des Thales erstens auf dem Kreis mit dem Durchmesser

" BC und zweitens auf einer Parallelen, die im Abstand h zur
Geraden durch A und B verléuft,
Punkt A liegt erstens auf einem Strshl s, der in B an BC
unter einem Winkel der GroSe A angetragen wurde, und zwei=
tens auf der CGeraden.durch C und S. Punkt D liegt erstens
auf der Geraden durch B und S und zweitens auf dem Kreis
um B mit £ als Radiuse.

%) =T &BC bedeutet die GroBe des Winkels <K ABC.

Hinweis gur Korrekiur:
Die Tatsache, daB M auf der Geraden durch H und F liegt darf

‘nicht ohne Beweis verwendet werden.
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II.

IiI.

f

s - 60 Abb. L 824
A B

Dareus folgt, daBl ein Viereck nur dann den Bedingungen der
Aufgabe entspricht, wenn es durch folgende Konstruktion er-
halten wexrden kann: i

(1) Wir zeichnen die Seite BC der Linge b.

(2) Wir tragen in B an BC einen Winkel der GrdBe ﬂ an.
Sein freier Schenkel sei s.

(3) Wir zeichnen den Kreis k, der BC als Durchmesser hat.

(4) Wir zeichnen die Parallelen zu s im Abstand h.

(5) Fir jeden Schnittpunkt von k mit einer dieser Parallelen
zeichnen wir, wenn der betreffende Schnitipunkt S # C
iat, die Gerade durch C und S. Schneidet sie den
Strahl s, so sei dieser Schnititpunkt A genannt.

(6) Wir zeichnen die Gerade g durch B und S.

(7) Wir zeichnen um B den Kreis mit dem Radius f. Ein
Schnittpunkt von g mit diesem Kreis sel mit D bezeich~
net, wenn dabei ABCD ein Viereck wird, das den in (2)
konstruierten Winkel als Innenwinkel hat.

Jedes so konstrulerte Viersck ABCD entspricht den Bedingun-
gen der Aufgsbe.

Beweis: Laut Konstruktion hat die Seite BC die Lénge

b = 6 cm. Ebenso hat laut Konstrukiion der Innenwinkel
<KABC die GrsSe 4 = 60°, fornmer die Diagonale BD die

Linge £ = 12,5 cm. Weiter hat der Punkt S von AB einen
Abstand von h = 3,5 cme. Da schlieBlich Punkt S auf dem
Kreis mit dem Durchmessexr BC liegt, schmeiden siech die
Diagonalen BD und AC unter einem Winkel von 90°, wie es
verlangt war,
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IV. Die Komstruktionsschritte (1), (2), (3), (4) sind ausfilbr-
bar und - bis auf Kongruenz ~ eindeutig ausfiihrbar.

Bei den gegebenen Werten fﬁr,@ s by, h schneidet1) genau eine
der beiden in (4) konstruierten Parallelen den Kreis k, und
zwar in 2 Punkten. Fiir genau einen von diesen fFiihrt (5) zu
einem Punkt A. Sodann ist Konstruktionsschritt (6) eindeutig
ausfithrbar, und in (?) srgeben sich genau 2 Schnittpunkte von
g mit dem Kreis um B mit f, Von den beiden entsiehenden Vier-
ecken hat gensu eines den in (2) konstruierten Winkel als
Innenwinkel (das andere hat bei B einen Innenwinkel der

GrsBe 300°).

Das Viereck ABCD ist mithin durch die angegebenen Bedingun-
gen bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

1) Apmexkung: Ein Beweis fiir die folgenden Existenz- und Einzig-
keitsaussagen wird vom Schiiler nicht verlangt.

s f\

/A TR B~

Abb. L 824 a



