1. Angenommen, drei aufeinanderfolgende 450%34 fee

ungerade natiirliche Zahlen geniigen den Be-
dingungen der Aufgabe. Dann gibt es eine
positive ganze Zahl k so, daB diese drei Zahlen
2k—1, 2k+1 und 2k+3 lauten. Fiir diese k
gilt dann
(2k—1)2+(2k+1)* +(2k+3)*=1111x
mit einer natiirlichen Zahl x, fiir die 1<x=<9
gilt,
12k*+12k+11=1111x, also

1111x+1

12
Da k% +k+ 1 eine ganze Zahl ist, muB wegen
der Teilbarkeit durch 12 die Zahl (1111x+1)
eine gerade und folglich 1111x eine ungerade
Zahl sein. Mithin kommen fiir x nur die un-
geraden Zahlen 1, 3, 5,7, 9 in Frage. Fiir diese
hat 1111x+ 1 die Werte 1112, 3334, 5556, 7778
10000, von denen nur 5556 durch 12 teilbar
ist. Daher verbleibt nur die Moglichkeit
x=>5.
Daraus erhilt man k*+4k+1=463 mit den
Losungen ky,,= —%i% 1849, von denen
nur k=21 positiv ist. Daher konnen nur die
aus k=21 als 2k—1, 2k + 1, 2k + 3 entstehen-
den drei aufeinanderfolgenden ungeraden
natiirlichen Zahlen 41, 43 und 45 den Be-
dingungen der Aufgabe geniigen. Die Probe
41244324452 =1681 4 1849 + 2025=15555
bestitigt, daB diese drei Zahlen die geforder-
ten Bedingungen erfiillen.

2. Fall: 1) Der FuBpunkt D der Hohe h,
falle mit B oder C zusammen. Es entsteht ein
gerader Kreiskegel mit dem Radius h, und der
Hohe a (siehe Bild):

K+ k+ 1=

V=% nha? - a

Fall 2) Der FuBpunkt D sei innerer Punkt der
Strecke BC. Dann gilt:

V=Vi, +Viyy -
wobei K, der Kegel mit der Hohenldinge BD
und K, der Kegel mit der Héhenlinge CD
sein soll (siehe Bild).
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V=§nh,,z -ﬁ%w,zﬁ,

1 -
V=§ nth,? - (BD + CD), und wegen
BD+CD=a folgt
V=% nth,? - a.

Fall 3) Der FuBpunkt D liege auBerhalb der
Strecke BC (siehe Bild).

Dann gilt
=V,-V, _

wenn (0.B.d.A) DB<DC und K, der Kegel
mit der Hohenldnge DC ist, also

_! 2. pe L 2. BB
V= 3 nh, D—C z—nh, DB,
und wegen DC — DB=a folgt
V= % nha? - a.
Das Volumen V des durch Rotation der
Dreiecksflache entstandenen Korpers betragt
mithin in allen drei Fallen

1
V=§ na - h,2.

3. I) Angenommen, eine Zahl x geniigt der
Forderung der Aufgabe. Dann ergibt sich:
Aus D folgt: Gleichgiiltig, welche der beiden
Aussagen wahr ist, x muB eine dreistellige
natiirliche Zahl sein. Aus C folgt: Wire C,
wahr, dann wire auch C; wahr, was im Wi-
derspruch zur Aufgabenstellung steht. Also ist
C, falsch und demnach C; wahr.

Aus C; und D folgt, daB x eine dreistellige
natiirliche Zahl ist, die mit der Ziffer 3 be-
ginnt.



Wire D, wahr, dann miiite x die Zahl 333
sein. Fiir diese Zahl wiren jedoch beide Aus-
sagen B, und B; falsch. Demnach muB D
falsch und D, wahr sein®
Wire B, wahr, dann miiite gelten

x+1=12n.
Dann wiirde daraus folgen

x+1—-6=12n—6

x—5 =6(2n-1),
d. h, auch Aussage B, wire wahr.
Da das im Widerspruch zur Aufgabenstellung
steht, muB B, falsch und B, wahr sein. Ist
nun x—5 durch 6 teilbar, dann auch x+1,
und da von zwei aufeinanderfolgenden Viel-
fachen von 6 genau eines durch 12 teilbar ist,
x+1 aber nicht durch 12 teilbar sein darf,
muB x —35 durch 12 teilbar sein.

. Aus den bisherigen Aussagen folgt:

x ist eine Primzahl mit 300 <x < 399.
Sie ist um 5 groBer als ein Vielfaches von 12
und ungleich 389. Alle diese Bedingungen
werden genau von den Zahlen 317 und 353 |
erfiillt. ‘
Wiire nun A4, wahr, dann kime nur die Zahl \
353 in Frage, und damit wire auch A, wahr. |
Folglich muB A, falsch sein, und damit ent-
fallt 353.
Somit kann nur die Zahl 317 die in der Auf-
gabe genannte Forderung erfiillen.
II) Insbesondere ist hiermit gezeigt, daB
auBer der Zahl 317 keine Zahl der Forderung
der Aufgabe geniigt, d. h., es ist gezeigt, da3
A, fiir die Zahl 317 wahr ist. Ferner sind By,
C,, D, fiir 317 wahr und A4,, B,, C, D, fiir
317 falsch. Daher geniigt 317 tatsdchlich der
Forderung der Aufgabe.
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Angenommen, es gibe n aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen,
deren erste die Zahl a und deren Summe die Zahl 60 ist,

Dann gilt a + (a + 1) + (8 + 2) + ... + (a + (n-1)) = 60.

Bei Verwendung der Summenformel fiir die natiirlichen Zahlen er-
hélt men ;n (22 + n - 1) = 60 und somit

2
60 n -1 120 = n® + n
a-.—n-T oder a-_zil—-___ >

Wire r 2 12, 80 wire n” - n = n(n - 1) = 12:11 > 120, also
a < 0, Also verbleiben nur die Moglichkeiten n = BAGAE a0

Fiir diese hat 129 '22(n = 1) aie 4n der nachstehenden Tabelle

angegebenen Werte:
n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
n(n-1) 2 6 [12 | 20 |30 |42 |56 |72 |90 [110

120-n(n-1)4118 [114 ho8 |100 |90 | 78 64 |43 |30 | 10

2n 4.6 | 8-110 |12 |14 |% |18 |20 | 22
-n(n-1 2 15 8 2
120-p(mD 23 |9 (23 |10 |13 |28 | 4 33|73

Daher ktnnen nur die Darstellungen als Summen aus den in (1),
(2), (3) genannten Zahlen die Bedingungen der Aufgabe erfiillen:

(1) 19, 20, 21
(2)1 510, 145 Er20 a3l 1
(3) 4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11,

Die Probe bestdtigt, daB die Summe dieser Zahlen jeweils 60 ist.x)

30 05 98-1(588) 1
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x) Hinweis: Das Probieren kann auch wesentlich eingeschrénkt
werden, wenn man beachtet, daB aus

fn (2a + n - 1) = 60, also n(2a + n - 1) = 120 folgt,

daB nl120 sein muBl, und,falls n gerade ist, 8ln gilt.
Mithin bleiben nur noch n = 3,5, 8 Ubrig.

150 Losungs 6 Punkte

Es sei ABC ein beliebiges Dreieck, Dabei seien a, b und ¢ in
dieser Reihenfolge die Liéngen der Seiten BC, AC bzw, AB und
o, /8 und Y die GroBen der Innenwinkel bei A, B und C.

Ferner schneide die Halbierende des Winkels <\ ACB die Seite AB
in D, Da jede Winkelhalbierende eines Dreiecks stets innerhalb
des Dreiecks verléuft, liegt D zwischen A und B.

Es wird nun (oBdA) behauptet:

A A
BD p:
Beweis:

Abb., L 935

Man verléngert BC iiber C hinaus um b bis zum Punkt E. Wegen

ZC = EC ist das Dreieck ACE gleichschenklig.

Also gilt

L TCAE = L CEA  (als Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck)
und ferner

3L TEE + L CEX = b (nach dem AuBenwinkelsatz).
Daraus folgt
Die Winkel < CAE und < ACD sind Wechselwinkel an geschnitte-

nen Geraden und auBerdem gleich groB. Folglich sind die Gera-
den CD und AE parallel.

2
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Daher gilt nach einem der Strahlensdtze

o, I und wegen AC = EC = b
BC

i)
% B m——  WeZ.b.W.
150936) Losungs Punkte
Wegen abc = 1 gilt ¢ = +p
Mithin gilt

G +a)(+Db)(1+c)=(1+a) (1+b) (1+2p)

= (1 +a+ b+ ab) (1+E'15)

=1+a+b+ab+-é-%+%+%+1

-2+(a+%)+(b+%)+(c+36). (%)
Nun gilt flir alle x>0
(x-1)2-xz-21+120, also
x -2+% 20  baw
x + % ?2 (1), und das @Gleichheitszeichen

gilt genau filr x = 1,

Wegen (1) folgt aus ()

(1+a)(1+Db)(1 +c¢)€2+2+ 24+ 2 =8, wobel das Gleich-
heitszeichen genau filr a = b = ¢ = 1 gilt, WeZ.bW..



