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XV, Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 9

Achtungs Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen wer=
den, Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein, Die Gedankenginge und Schliisse sind in loéisch
und grammatisch einwandfreien S#tzen darzulegen.,

150921

Klaus hat bei einer Hausaufgabe 4° - 3° auszurechnen, Ihm f£&11t
dabei auf, daB das Ergebnis T gleich der Summe der beiden be=-
nutzten Zahlen 4 und 3 ist, Als er seine Entdeckung an dbn Zah=-
len 10 und 11 iiberpriift, stellt er fest, daB auch hier

11% = 102 = 21 = 11 + 10 ist, e

Ermitteln Sie alle Paare (a,b) natlirlicher Zahlen mit a> b, fiir
" die die (positive) Differenz der Quadrate der beiden Zahlen
gleich der Summe beider Zahlen ist!
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_iL J% In nebenstehendes Quadrat sollen die Ziffern
112013 1, 2 3, 4 und 5 so eingetragen werden, daB

in jeder Zeile und Spalte und in den beiden
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L 5 Diagonalen jede der Ziffern von 1 bis 5 genau
“ 4 einmal vertreten ist, Die bereits eingetra-

e genen Ziffern sollen dabei nicht versndert
Abb, A 922 werden,

a) Geben Sie eine den Bedingungen entsprechen-
de Eintragung anl!

b) Untersuchen Sie, ob voneinander verschiedene
den Bedingungen entsprechende Eintragungen
méglich sind, und ermitteln Sie, wenn dies
zutriff§ alle derartigen Eintragungen!

30 05 97=-1 1
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(Die Buchstaben an den Réndern des Quadrates sollen die Beschrei=
bungen des.Losungsweges erleichtern, So steht z. B im Feld ¢D
bereits die Ziffer 5, Kurzschreibweise cD:5).

150923

Gegeben seien die Seitenlinge a eines Quadrates ABCD sowie eine
Lénge m, fiir die m § a gilt. Es sei M derjenige Punkt auf der
Seite CD, fiir den MD = m gilt,

Gesucht ist ein Punkt N auf der Seite AD so, daB sich der Fl&-
cheninhalt des Dreiecks NMD zu dem des Quadrates ABCD wie 1 : 7
verh&lt.

Man ermittle alle diejenigen Werte von m, fiir die ein solcher
Punkt N auf AD existiert, und hierzu jeweils die Lénge der
Strecke DNe

150924
Bei der Losung der Aufgabe, ein Dreieck ABC aus IB=¢c, BC=a

und ¥ BAC = of zu konstruieren, seien zwei zueinander nicht
kongruente Dreiecke ABC1 und A302 entstanden, die den Bedin=-
gungen geniigene ; y
Ermitteln Sie unter diesen Voraussetzungen die GréBe des Winkels
-4:AC1B, wenn auBerdem bekannt ist, daB er viermal so grof ist

wie der Winkel -<):ACQB!
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2, Stufe (Kreisolympiade)
Lbsungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 9

Achtungs Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lisungen fiir die

1o Stufe gelten auch fiir die

150921) Lbsungs

2, Stufe.

8 Punkte

‘L9 XVe Olympiade Junger Mathematiker der DDR

Laut Aufgabenstellung sind alle Paare (a,b) mit a, b natiirlich
nnd 8 > b zu ermitteln, filir die

2

Ml D e AR £

Nun ist nach einer binomischen Formel

2

und daher ist die geforderte Eigenschaft gleichwertig mit

(a + b)(a = b) = a + b, Wegen a, b natiirlich und a > b, ist
a + b £ 0. Algo igt die genannte Elgenschaft weiterhin gleich-
wertig mit a - b = 1, do h. die gestellte Bedingung wird genau

PRI S PR S T PR T

von den Paaren (a,b) natiirlicher Zahlen erfiillt, fiir die a um 1

groBer ist als b.

Bemerkung zur Korrektur: Wird der Losungsweg so dargestellt, daB
(statt der logischen Aquivalenz) nur der SchluB von a° -
auf a = b = 1 auasgefilhrt wurde, so muB8 anschlieBend nachgewiesen

werden, daB umgekehrt alle Paare (a,b) mit a - b = 1 auch die

Eigenschaft a2 - b2 =a+ b ngen

150922) Losung:

12 Punkte

|

b2

=a+b

V" In dem Feld aD kann nur noch die Ziffer 4 eingetragen werden,

da die Zeile a bereits die Ziffern 1, 2, 3 enth#lt und in
Spalte D die 5 steht., Gleiche Uberlegungen filhren zu aE:5.

(Abb, L 922 a)e Nun darf z, B, in
eE nur noch 2 oder 3 stehen, da in
der Spalte E bereits 5 und 4 sowie
in den Diagonalen aA ~+eE die 1
‘gtehen,

30 05 97=-1
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Seli eEs2, dann folgt eindeutig in dieser Reihenfolge:

A|B|C|D

= ko o

o B> 1 R

o IO B> (=
= Ko [\ I
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Abb, 922 Db

dDs3; cCs4; bBs5; eAs3; cAz2; bA:4; dA:S;
eDs1s bDs2; bCs1; eCs5; dC:2; eBs4; dBsl;
cB:3; cE:1; bE:3 (Abb., L 922 b),

Die Kontrolle aller Zeilen, Spalten und
Diagonalen zeigt, daB die Bedingungen der
Aufgabe erfiillt sind.

b) Sei eE:3, dann folgt eindeutig in dieser Reihenfolge:
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Abb, L 922 ¢

150923) Losungs

dD32; cCs4; eDs1; bDs3; dBs1; dCs5; dAs3;
cAz2 (Abb, L 922 c)

Das Feld eA kann nun nach den Regeln der Auf=-
gabe nicht mehr besetzt werden, da dis schon
besetzten Felder in der Spalte A und in der
Diagonalen &aE —+~eA bereits alle Ziffern 1, 2,
3, 4, 5 enthalten. Also ist durch die Beset=-
zung eE:3 keine weitere Eintragung zu erhal=-
ten; es gibt somit gena& die in a) gefundene
den Bedingungen entsprechende Eintragung.

10_Punkte

Fiir jeden Punkt N auf dem D m M @

Strahl aus D durch A sei
PN = n gesetzt. Dann hat
das Dreieck NMD wegen

DN | DM den Flkchenin-
halt % mn, Dieser ver=-
hdlt sich genau dann zum
Flécheninhalt a° von ABCD
wie 1 ¢ 7, wenn %mn = ;aa,

a.' he Biw % gilt,

Fernetr liegt D genau dann

auf AC, wenn n €a gilt, A B

Abbe L. 923
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Daher existiert zu gegebenem m genau dann ein Punkt N auf AD
mit der verlangten Eigenschaft,

wenn 2
%ﬁa, ds Vhe m%-% a gilt.

Zu jedem golchen m hat dann jeweils genau der Punkt N auf AD

mit 2
T 28

’ m
die verlangte Eigenschaft,.

771924) Losungi 10 Punkte
‘Da beide Drelecke den gestellten Bedingungen geniigen, muB
m.] = mz gelten, Daher lassen sich die Dreiecke so le=
gen, daB 01 und 02 auf demselben von A ausgehenden Strahl lie-
gen, Ferner gilt BT, = R',’a, also ist das Dreieck BC,C, gleich=-
schenklig,

Folglich gilt auch <LC,U.B = <L O C,F als Basiswinkel
Geht man von diesen (folglich spitzen) Winkeln zu {AC1B,
<A02B ilber, so bedeutet dies bei demjenigen der beiden Schei=
tel C.], 02, der zwischen dem anderen und A liegt, den Ubergang
zum Nebenwinkel (des spitzen Winkels), also eine VergroBerung,
bel dem anderen keine Verdénderung. Da nach Voraussetzung

ﬁ: AC1B grofer als < AceB ist, liegt somit 01 zwischen 02
4 A, und es gilt : !

<TAC,B + [O,0,B = 180° (Nebenwinkel), also

T A+ FACE = 180°
Da JAC,E = 4 » FAC,B ist, folgt daraus

5+ TACE = 180° und somit
q:KCeE = 36° sowie m= 144°,
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Der Winkel <J AC,B hat eine GriBSe von 1447
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Abb, L 924



