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2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 8

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, milgssen alle ver=-
wendeten Aussagen prédzise formuliert und bewiesgen wer-
den, Der Lusungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktion, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.
Die Gedankengdnge und Schliisse sind in logisch und
grammatisch einwandfreien SHtzen darzulegen.

150821

Die Wégung eines mit Wasser gefiillten GefidBes ergab eine Gesamt-—
masse (Gef#B- und Wassermasse) von 2000 g, GieBt man 20% des

Wagsers ab, so verringert sich diese gewogene Gesamtmasse
auf 88%,.

Berechne die Masse des leeren GefdBes!

150822

Ermittle alle disjenigen natiirlichen Zahlen n £ 1, flir dle unter
den gechs Zahlen

n+l,n+2, n+3, n+4, n+5,n+6 ein Paar gefunden
werden kann, in dem die erste Zghl des Paars ein echter Teiler
der zweiten Zahl des Paares ist!

Nenne (fiir jedes solche n) alle derartigen Paare!

150823

Es sei k ein Kreis mit dem Radius r und dem Mittelpunkt M,
Ferner sei AB eine. Sehne von k, die nicht Durchmesser von k
ist, Auf dem Strahl ausg A durch B sei C der Punkt auBerhalb AB,
fiir den BC = r gilt. Der Strahl aus C durch M schneide k in
dem auBerhalb CM gelegenen Punkt D,

Beweise, daB dann <[ AND = 3 » <[ ACM gilt!
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\ : :
Gegeben sgselen zwel parallele Geraden 84 und &5 mit dem Abstand a
und auBerdem ein Punkt P in beliebiger Lage zwischen 84 und &pe

Kongtruliere einen Kreig k, der 84 und 8o beriihrt und durch P
geht!
Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!

Stelle fegt, ob durch die Aufgabenstellung ein Kreis eindeutig
begtimmt ist!
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Achtungs Die Bomerkuﬁgan im Vorspann zu den Lisungen fiir dile
1o Stufe gelten auch fiir dle 2., Stufe.

150821) Lisung 9 Punkte
Die von der Gesamtmasse 2000 g genommenen 12%, das sind

$5 - 2000 g = 240 &, sind laut Aufgabe genaw 20%, d. h.

in Plinftel der Magse des Wagsers.
Wegen 240 g » 5 = 1 200 g enthielt das GefH8 also 1 200 g Wasser.
Mithin betriigt die Masse des leeren GefHBes 800 g,

150822) Lisungs 11_Punkte

Wenn bereits das Doppelte der kleinsten der sechs Zahlen (n+1)

die groBte (n+6) bertrifft, also 2(n+1) > (n+6) und mithin

n> 4 gilt, kenn aus den sechs Zahlen sicher kein geordnetes

Pear mit den geforderten Tellbarkeitseigenschaften gefunden
werden, Da aus n >4 stets auch 2(n+1) > (n+6) folgt, kann n
hbchstens gleich 1, 2, 3, 4 sein, Analog stellt man fest, da
hchstens flir n = 1 eine der sechs Zahlen.de.s Dreifache einer
anderen sein kann und da8 das Vierfache wegen 4(n+1) 2 (n+7)>(un+6)
nicht auftreten kann., Aus analogen Griinden sind hohere Vielfache
erst recht nicht mdglich,

Eg gei n = 1, Unter den Zahlen 2, 3, 4, 5, 6, 7 gilt

_[4‘, 2‘6 und 3|6. Weitere Teilbarkeitsbeziehungen treten
nicht auf, Folglich erhalten wir in diesem Fall genau die Zah-
lenpaare (2;4) , (2;6) , (3;5) .

Eg gei n = 2, Unter den Zahlen 3, 4, 5, 6, 7, 8 treten genau
die Teilbarkeitsbezishungen 3|6 und 4|8 auf. Man erhilt
mithin genau die Pasre (3;6) ] (4;8) o
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Es sei p = 3, Dann erhilt man aus den Zahlen 4, 5, 6, 7, 8, 9
gensau das Paar (4;8) .

Es_sgei n = 4, Aus den Zahlen 5, 6, 7,8, 9, 10 erhilt man ge=
nau das Paar (5;1(9 . Damit sind alle gesuchten Paare er=~
mittelt.

150823) Losungs 9_Punkte
Der Winkel 4: AMD ist AuBenwinkel des Dreiecks ACM,

Folglich gilt: <f WD = <¢ ACH + <L MAC.  (Abb. L 823)
Nun gilts
D m = m = m = T
Folglich sind die Dreiecke ABM

A R und BMC gleichschenklig,
\/ G Daher gilts

Abb, L 823 (SF AT =)'<EWAB = S WBK (1) und
TEC = TEN (= TACH) (2)

Der Winkel <X MBA ist AuBenwinkel des Dreiecks BMC und wegen )
daher doppelt so groB8 wie <K ACM.

Folglich ist wegen {1) <C MAC doppelt so groB8 wie <CACM und
mithin < AMD dreimal so groB wie <L ACM, W.Z.b.W..

150824) Lsungs ‘ 11 Punkte

(I) Angenommen, k sei ein Kreis, der den Bedingungen der Auf-
gabe entspricht (vgle. Abb, L 824).

Sein Mittelpunkt M liegt erstens suf der Mittelparallelsn
&y 21 & und g, und zweitens (da sein Radius folglich g

betrigt) auf dem Kreis um P mit dem Radius g.

Daher entspricht ein Kreis nur dann den Bedingungen der
Aufgabe, wenn er durch folgende Konstruktion gewonnen
werden kanns \
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(III)

(V)

(1) Wir konstruieren die Mittelparallele 8y Zu gq und g,

(2) Wir zeichnen um P einen Kreis mit g, schneldet er gy,
g0 sel M einer der Schnittpunkte,

(3) wir zeichﬁen um M den Kreis k mit g.

Jeder so konstruierte Kreis k geniigt den Bedingungen der
Aufgabe,

Beweiss Nach Kongtruktion betridgt der Abstand von M zu 81

und &5 Jjeweils g, &4 und 85 gind somit Tangenten
an k, Ferner gilt auch nach Kongtruktion HP = g.
Konstruktionsschritt (1) ist stets eindeutig ausfiihrbar.
Da P zwischen 84 und 85 liegt, ist der Abstand von P zu
&y kleiner als g. Algo existieren stets genau zwei Schnitt-
punkte von &n mit dem Kreigs um P mit g.

Es entstehen somit stets genau zwel Kreise, die den gefor=-
derten Bedingungen geniigen.
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Abb, L 824



