A11/12; 1 XI¥. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 = 1, Tag =

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Diss bedeutet ins-

1231)

1232)

besondere, daB die in einer Ldsung unbewiesen verwende-
ten Sachverhalte anzugeben sind. Der Losungsweg (ein-
schlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen, Hilfsli-
nien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedankenginge
und Schlilsse sind in logisch und grammatisch einwand-
freien Sttzen darzulegen. »

In die 64 Felder eines Schachbretts sind die Zahlen

1, 2, seeee, 64 80 eingetragen, daB in der ersten waage-
rechten Reihe von links nach rechts die Zahlen 1,2,..., 8,
in der zweiten waagerechten Reihe von links nach rechts
die Zahlen 9, 10, c¢ceo, 16 usw. in dieser Reihsenfolge
stehen. Jemand soll nun acht Tlirme so auf Felder des
Schachbre.ts stellen, daB keine zwei von ihnen einander

schlagen kdnnen. Danach soll er die Summe S der Zshlen

bilden, die auf den von den Tilrmen besetzten Feldern
stehen. Es sind alle dabei mbglichen Werte von S anzu-
geben,

Anmerkung :
(Zwei Tiirme konnen einander genau dann schlagen, wenn sie

auf einer gemeinsamen waasgerechten oder senkrechten Fel-
derreihe stehen).

Gegeben sei eine rationale Zahl c. Ferner sei M die Menge
aller derjenigen Paare (a, b) aus rationalen Zahlen a, b,
fiir die a + b = ¢ gilt.

Beweise, daB unter allen Produkten & ¢ Db mit(a, b)E M
dasjenige am groBten ist, das aus dem Paar (a, b) mit
a = b gebildet wurde!
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1233) Im Innern eines Wiirfels ABCDEFGH mit den Seitenfldchen
ABCD, ABFE, BCGF, CDHG, DAEH, EFGH und mit der Kanten-
linge a befindet sich ein gerader KreiskegelkSrper mit

den

(a)

(o)

(e)

Man

Ist
und

folgenden Eigenschaften:

Seine Spitze fallt mit dem Eckpunkt A des Wiirfels
zusammen.

Seine Achse liegt auf der Raumdiagonalen AG des
Wiirfels. e

Seine Grundfléache hat mit leiner der drei Seiten-
flichen des Wiirfels, auf denen G liegt, genau einen

Punkt gemeinsam.
beweise:

ol die GroBe des Winkels zwischen einer Seitenlinie
der Achse und r der Radius der Grundfléche des Kegel-

k8rpers, so gilt

r = _g.ﬁ-——.
cot & +V?

(¢ 6 Abb. A 1233
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 = 2, Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet ins-

1234)

1235)

besondere, daB die in einer Losung unbewiesen verwende-
ten Sachverhalte anzugeben sind. Der Ltsungsweg (ein-
schlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen, Hilfsli-
nien) muB8 deutlich erkennbar sein. Die Gedankenginge
und Schlilsse sind in logisch und grammatisch einwand-
freien Sédtzen darzulegen.

Es ist zu untersuchen, ob es eine Funktion

y = log, (bx + ¢) mit a, b, ¢ reell; a >1

gibt, deresGraph in einem x, y-Keordinatensystem durch
die Punkte (25 2), (-1; 0) und (0; 1) verlduft.

Man gebe, falls es eine solche Funktion gibt, alle reellen
geordneten Zahlentripel (a, b, c) an, fiir die das zutrifft.

Es seien in der Ebene fiinf Punkte F, G, H, I, K gegeben,
von denen keine drei auf derselben Geraden liegen.

Man begriinde und beschreibe die Konstruktion eines Filnf-
ecks ABCDE fir das F, G, H, I, K in dieser Reihenfolge
die Mittelpunkte der Seiten AB, BC, CD, DE, EA des Fiinf-
ecks sind. Man untersuche, ob ein solches Fiilnfeck A B C D E
durch die gegebenen Punkte F, G, H, I, K eindeutig bestimmt
igt. Dabei wird nicht vorgeschrieben, daf das Fiinfeck

A B C D E konvex, nicht konvex oder iiberschlagen ist; es
soll auch zugelassen sein, daB Ecken miteinander zusammen-
fallen oder Seiten teilweise ineinander oder in der Ver-
léngerung voneinander liegen.
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Von den folgenden Aufgeben 1236 A und 1236 B ist genau eine aus-
zuwdhlen und zu l8sen:

1236 A) Ein in einem industriellen ProzeB eingebauter MeBSkom~
plex M tibermittelt an eine Ubertragungseinheit A1 genau
eines der beiden Signale S, oder 82, das dann von A, zu
einer Ubertragungseinheit A2, von A2 zu einer Ubertra-
gungseinheit A3 und von A3 zu einem Elektronenrechner R
bermittelt wird. Jede Ubertragungseinheit Ai (i=1,2,3)
kann genau die Signale S1 oder S2 tibermitteln. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB Ai statt des jeweils empfan-
genen Signals gerade das andere weitervermittelt, be-
trage 0,01,

Es sei nun bekannt, daB am Ende eines solchen Ablaufes
durch A3 in den Rechner R das Signal S, Ubertragen wurde.

Wie groB8 ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB8 M zu
Beginn dieses Ablaufes an A1 ebenfalls S1 ibermittelt
hatte?

Hinweis:

Wenn sich unter Voraussetzungen V in einer groBen An-
zahl n von Fdllen insgesamt g solche befinden, bei denen
ein Ereignis E eintritt bzw. eingetreten ist, so heiflt

die Zahl p = E die Wahrscheinlichkeit filr das Eintreten
(bzw. Eingetretensein) von E unter den Voraussetzun&en Vs

Zur Losung konnen auBerdem folgende Sdtze verwendet
werden:

Das_Additionsgesetz der Wahrscheinlichkeitsrechnung fiir
unabhéingige Ereignisse.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB von zwei einander aus-
schlieBenden- Ereignissen E1 und E2 eins von beiden ein-
tritt, ist gleich der Summe Py + Py der Wahrscheinlich-
keit Py fiir das Eintreten von E1 und der Wahrscheinlich-
keit Py fiilr das Eintreten von E2.
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1236 B)

Dgs Multiplikationsgesetz der Wahrscheinlichkeits-—
rechnungs

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Ereignis E und ein
Ereignis F eintreten, ist gleich dem Produkt p o q der
Wahrscheinlichkeit p fiir das Fintreten von E und der
Wahrscheinlichkelt q dafiir, daB unter der Voraussetzung
von E das Ereignis F eintritt.

Es seien p eine von Null verschiedene reelle Zahl und
f eine filir alle reellen Zahlen x definierte Funktion mit

der Eigemschaft f (x+p) = Llx) (1)
: 3f(x)=1

fiir alle reellen x.

a) Man beweise, daB jede derartige Funktion f (sofern es
solche gibt) periodisch ist, d. h., daB es zu ihr
eine von Null verschiedene reelle Zahl q gibt, so daB

f(x + q) = £(x) fir alle reellen x (2)
gilt.

b) Man gebe fiir einen speziellen Wert von p eine solche
nicht konstante FPunktion f konkret an.

Hinweis: Man kann insbesondere untersuchen, ob eine
a + b sinzx

Funktion vom Typ £(x) =
¢ + d sin"x

bei geeigneten
Werten der Konstanten a, b, ¢, d fiir alle reellen x de-
finiert ist, die Eigenschaft (1) hat und nicht konstant
ist.
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
LSsungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 = 1, Tag =

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L¥sungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

1231) L3sung: 6 _Punkte
Da ein Schachbrett genau 8 waagerechte und genau 8 senk-
rechte Reihen besitzt, lassen sich 8 Tiirme nur so unter
der angegebenen Bedingung aufstellen, daB in jeder waage~-
rechten und in jeder senkrechten Reihe genau 1 Turm steht.

Nun lessen sich die in die Felder eingetragenen Zahlen
folgendermaBen darstellen:

e . e
9 110 181 121,

7 18 19 126 | . !,

0+3 1 044 . |,

843 1 Beg |
e MG
1643 14 5»&% e

% > % ¥ diaiitow
. » # % ¥ %

In jeder waagerechten Reihe stehen dabei als gweite Summan-
den der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und
in jeder senkrechten Reihe als erste Summanden der Reihe
nach die Zahlen O, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56.

Mithin gilt fiir jeden moglichen Wert von S, da jede waage-
rechte und jede senkrechte Reihe genau einmal vorkommt:

3S=14+2+3+4+5+6+T7T+8+
+ 0+ 8+ 16 + 24 + 32 + 40 + 48 + 56

=3-8+% - 12260,

unabhéingig davon, wie die Verteilung der 8 Tlirme (unter
Beachtung der Bedingungen) ausfidllt.

’
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1232)

1233)

L3sung: 6 Punkte
Das Paar (a, b) € M mit a = b besteht aus dem Zahlen
g-g, bﬂgo

Fiir jedes Paar (a,b) € M sei t diejenige Zahl, fiir die
a = g + t ist; '

dann ist b = ¢ - a = ¢ - (g +t) = g - t, also

2 2
acb=(§+t)§-t)=F-+23 %, dastetsa t220
gilt.

2
Also ist das aus dem Paar (§ . g) gebildete Produkt %—

unter allen Produkten & ¢ b mit (a, b) € M am groBten,
'o.obo‘ol

Lisung: 8 Punkte

Nach Voraussetzung (b) liegt M auf AG. Die Grundkreis-
fldche des geraden Kreiskegels steht daher senkrecht auf
jeder AG enthaltenden Ebene, insbesondere der Ebene g
durch A, E, G. Daher gehtrt mit jedem Punkt W der Grund-
kreisfléiche auch jeder beziiglich € spiegelbildlich zm W
gelegene Punkt W' zur Grundkreisfliche. Folglich muB8 der
nach (c) einzige vorhandene gemeinsame Punkt der Grund-
kreisfléiche mit der Seitenfléiche § durch E, F, G in der
Ebene £ , also auf EG liegen, d» sonst sein Spiegel-
punkt W' £ W bzgl. £ auch gemeinsamer Punkt dieser Sei-
tenfléche und der Grundkreisfliéche wire; denn mit W liegt
W' ebenfalls in G , weil @ besiliglich € spiegelbildlich
zu sich selbst ist.

Der Schnitt von £ mit dem Wiirfel und dem Kegelkirper ist
in Abb.L 1233 dargestellt. Er ist ein Rechteck mit den
Seitenléngen a und a]ﬁ? s in dem zugleioch eine Achsen-
schnittfigur des Kegels enthalten ist.

Es sei <L GAE = § . Dann ist oot S ?%F . Ist 8 die Lénge

der Seitenlinie des Kreiskegelk¥rpers, dann gilt:
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cos ( {-d) -2 bW, 8 = B | Perner gilt
ces (J-oc)

fir den Grundkreisradius r des KegelkdBrpers r = g-°sin of .

Hieraus ergibt sich:

rgE—'—%n—L odexr

cos( 0= ol )

r'%.
eoscf cosel + 8ind sine

cot § dagha
Y5

ist,

Da cos S =

S

1 + cot

und ainS- 1 -% =

WA

ergibt sich:
a ¢ 8in ol
e bzw,
o R cos of + E—sinoc

Vs Y5
ra .E_L_B.&'L.__ also

cos of +}’_2' sinol

rs —ﬁ-'i_L‘-—, WeZoboWe,
cot ol +ﬁ

A aVZ c
%
a
a
)
M
~ Abb, L 1233




L 117123 II XIY¥. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Lésungen und Punktbewertiung
Olympiadeklassen 11/12 =~ 2. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L¥sungen fir die
1., Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

1234) L¥sung: 5 Punkte

Angenemmen, €8s gibt ein solches Zahlentripel, fiir das die -
angegebene Funktion die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.
Dann gilt

(1) log, (2b + ¢) = 2,

(2) log, (-b + ¢) =0,
(3) logg, ¢ = 1,

Aus (3) folgt ¢ = a, aus (2) entsprechend b = ¢ - 1s
Daraus und aus (1) erhdlt man

log, (3¢ = 2) = 2, also 3¢ - 2 = ¢2, Diese Gleichung hat

genau die L¥sungen ¢ = 1 upd ¢ = 2. Wegen ¢ = a > 1 kin-
nen somit hdchstens fiir ¢ = 2 und damit a = 2 sowie b = 1
die Bedingungen der Aufgabe erfiillt sein.

Patsichlich gilt fiir die Punktioen y = log, (x + 2)s
(1') log, (2 + 2) = 2,
(2') log, (-1 +2) =0,
(3') log, (2) = 1.

Folglich ist (2 1; 2) das einzige reelle Zahlentripel,
das die Bedingungen der Aufgabe erfillt.

30 05 73-1 (588) . 1
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1235) Losung:

Abb. L 1235

Vi i
(I) Angenommen, ein Fiinfeck ABCDE habe die geforderte

Eigenschaft. Dann gilt A # C, da aus A = C im Wider-
spruch gegen F # G folgen wiirde, daB die Strecken AB
und BC denselben Mittelpunkt hidtten. Entsprechend
folgt B # D. Der Mittelpunkt von AD sei M. Dann
gilt wegen A #£ C

auch M # H
und wegen B # D

auch M # P,

Nunmehr folgt aus der Umkehrung eines Teiles des Strah-
lensatzes:

FG || AC, sowie AC ||MH und folglich FG || MH. Analog (
folgt .
HG || DB sowie DB || MF und folglich HG || MF.

Also ist FGHM ein Parallelogramm.

Liegen nun A, D, E nicht auf derselben Geraden, so
liegen K, I, M nicht auf derselben Geraden, und es ]
gilt nach der Umkehrung eines Teils des Strahlen- |
satzes MK " IE sowie MI ” KE, also ist auch KMIE |
ein Parallelogramm.

Liegen aber A, D, E auf derselben Geraden, so auch

K, I, M; es gilt eine der Gleichungen
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L. 117123 IE
& + BD = i
A0 + PE = ¥ [ und damit jeweils
L + 5D = ED

(11)

RE = ;T = (5 (XD - ED) = W - ID

=

} (XD + DE) = WD + DT

1
L% (D - %) = ID - WD sowie
ET = } ED - (1 (0 - 1) - ™ - ) =K.
<4 (A - ) = IX - TH
i

Daraus folgt, daB ein Fiinfeck ABCDE nur dann die ge-
forderten Eigenschaften hat, wenn es sich auf folgen-
de Weise konstruieren 1l&Bt:

(1)

(2)

(3

(4)

Man konstruiert zu den Punkten F, G, H den Punkt M,
fiir den FGHM ein Parallelogramm ist.

Liegen die Punkte K, I, M nicht auf derselben Ge-
raden, so konstruiert man zu ihnen den Punkt E,
fiir den KMIE ein Parallelogramm ist.

Liegen aber K, I, M auf derselben Geraden, so
konstruiert man den (dann eindeutig bestimmten)
Bertihrungspunkt E des Kreises*) um K mit BT und
des Kreises®’ um I mit K.

%) Hier sind auch (fir M = I oder K = M) zum =
Punkt entartete Kreise zugelassen.

Man konstruiert im Fall E # K auf dem Strabl aus E

durch K den Punkt A # E, fir den EX = KA gilt, im

Fall E = K den Punkt A = E = K.

Man konstruiert im Fall A # F auf dem Strahl aus A

durch F den Punkt B # A, fiir den AF = FB gilt, im

Fall A = F den Punkt B = A = F.
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(I11)

(1v)

(5) Man konstruiert im Pall B # G auf dem Strahl aus B
durch G den Punkt C # B, fiir den BG = GG gilt, im
Fall B = G den Punkt C = B = @,

(6) Man konstruiert im Fall ¢ # H guf dem Strahl aus C
durch H den Punkt D # C, fiir den UF = HD gilt, im
Pall C = H den Punkt D = O = H,

Jedes so konstruierte Fiinfeck ABCDE entspricht den Be-
dingungen der Aufgabe.

Beweis:

Laut Konstruktion sind die Punkte K, P, G, H die Mit-
telpunkte der Seiten EA, AB, BC, CD.

Ist M' der Mittelpunkt von AD, 8o folgt daher, wie gzu
Beginn von (I), daB FGHM' ein Parsllelogramm ist. Hier-
aus ergibt sich M' = M, d. h. M ist der Mittelpunkt
von AD,

Daraus folgt, wenn K # M, also E # D ist,

KM " ED, mithin liegt wegen KIIIEI der Punkt I auf der
Geraden durch E, D und ist wegen XM = ET = % ED sowie
A axu T A u1p (sws), also X = D Mittelpunkt der
der Seite DE.

Piir K = M folgt E = D sowie nach Konstruktion I = E,
also ist ebenfalls I Mittelpunkt von DE.

Sémtliche Konstruktionsschritte sind eindeutig.
Folglich gibt es genau ein derartiges Fiinfeck ABCDE.

Anmerkung:
Die Komstruktion ist auch durchfiihrbar, wenn man le-

diglich fordert, daB nicht sémtliche fiinf Punkte P, G,
H, I, K auf derselben Geraden liegen.

12364) Losung: 8 Punkte
1. Losungsweg: (durch méglichst weitgehenden Riickgriff auf

die angegebene Wahrscheinlichkeitsdefinition)

Es sei S eines der Signale S1, 82; es sel S' das andere
dieser beiden Signale. Dann gilt:

Ubermittelt M in einer grofen Anzahl n von Péllen das
Signal S, so ibermittelt A1
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(1) in 67064= = Fdllen' §',
(2) in 0,994 & TFillen S .

Dann Uibermittelt A, von den in (1) genannten Fillen

in 0,01 ¢ 0,01n = 0,0001 n FHllen S,
in 0,99 ¢ 0,01n = 0,0099 n Fillen 8',

von den in (2) genannten Fillen

in 0,01 - 0,992 = 0,0099n Féllen S',
in 0,99 - 0,99n = 0,9801n F#llen S;

somit {ibermittelt insgesamt A2

(3) in 0,0099n + 0,0099n = 0,0198n Féllen S',

(4) in 0,0001n + 0,9801n = 0,9802n Féllen S.

Hiernach bermittelt A, von den in (3) genannten Fillen
in 0,01 ° 0,0198n = 0,000198n Féllen S,

in 0,99 < 0,0198n = 0,019602n Féllen S°',

von den in (4) genannten Féllen

in 0,01 . 0,9802n = 0,009802n Fdllen S',
in 0,99  0,9802n = 0,970398n Fillen S;

somit iibermittelt insgesamt A3
(5) in 0,019602» + 0,009802n = 0,029404n Fillen S',
(6) in 0,000198n + 0,970398n = 0,970596n Fillen S.

Wendet man diese Uberlegung einmal mit S = S, und
einmal mit S = 82 an, so erhilt man folgende Aussagen:

ibermittelt M in einer groBen Anzahl n von Féllen S1,
so iibermittelt A3 in 0,970596n Féllen 3,.

Ubermittelt M aber in n Fdllen S,, 8o tbermittelt A,
in 0,029404n Féllen S1.

Unter den insgesamt 0,970596n + 0,029404n = n Féllen,
in denen hiernach A3 das Signal S1 ibermittelt, befin-
den sich alse 0,970596n solche, in denen bereits M
ebenfalls S1 {ibermittelt hatte.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit hierfiir betrigt daher
9;21§§2§2 = 0,970596.
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2. Losungsweg: (durch stirkere Anwendung dex bereitges--
stellten SHtze):

Nach Voraussetzung ibermitielte A3 das Signal S1.
Es wird nun schrittweise dise Wahrscheinlichkeit ﬁi(Sj) be-
rechnet, mit der das Signal SJ als Eingangssignal von Ai
auftrat (1 =3, 2, 1 und j = 1, 2). Die gesuchte Wahrschein-
lichkeit p ergibt sich dann als p = p1(34).

i_= 3: Die Wahrscheinlichkeit, daB bei vorausgesetztem Aus-
gangssignal S1 auch S1 als Eingangssignal von A3 auftritt,
ist gleich der Wahrscheinlichkeit, mit dex A3 ein Signal
richtig iibertrdgt, also gilt

p3(5;) = 0,99.
Die Wahrscheinlichkeit p3(32) ist gleich der Wahrschein-
lichkeit, mit der A3 ein Signal falsch iibertrdgt, also

p3(32) =110, 01,
i = 2: Piir das Auftreten von S1 als Eingangssignal von A2
gibt es genau zwei Moglichkeiten
(a) S, ist Eingangssignal von A3 und von A,,
(y) S, ist Eingangssignal von AB’ und S, ist Eingangs-
signal von A2.

Die Wahrscheinlichkeit p(a) fiir das Eintreten der Moglich-
keit (a) kann nun nach dem Multiplikationssatz der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung bestimmt werden. Danach ist p(a)
gleich dem Produkt von p3(S1) mit der Wahrscheinlichkeit
des Auftretens von S1 als Eingangssignal von A2 unter der
Voraussetzung, daf S1 Eingangssignal von A3 ist. Diese
letzte Wahrscheinlichkeit ist aber gleich der Wahrschein-~
lichkeit, mit der A2 ein Signal richtig libertrigt. Also
ergibt sichs

p(a) = p3(S1) . 0,99 = 0,39801.
Analog ergibt sich fiir p(b)
p(b) = p3(52) » 0,01 = 0,0001.
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1236B)

Die Wahrscheinlichkeit p2(81) ist gleich der Wahrschein-
lichkeit fiir das Eintreten der Moglichkeit (a) oder (b).
Da beide Msglichkeiten unabhéngig voneinander eintreten
konnen, gilt nach dem Additionssatz:

p,(S;) = p(e) + p(p) = 0,9801 + 0,0001 (1)
= 0,9802. ‘
Pilr p2(Sz) erhélt man nach analogen Schliissen

p2(82) = 0,01 p3(S1) + 0,99 o pB(Sz) = 0,0099+0,0099

e =0,0198

Wir schlieBen analog zum Fall 1 = 23
Fiir das Auftreten von S1 als Eingangssignal von A1 gibt es
genau zwei Mdglichkeiten:

(c) S, ist Eingangssignal von A, und von A1,

(a) S, ist Eingangssignal von A,, und S, ist Eingangssignal
von A1.

Es sei p(c) bzw. p(d) die Wahrscheinlichkeit fiir das Ein-

treten der Msglichkeit (c) bzw. (d). Dann gilt analog
zu (1):

p,(8,) = p(e) + p(d)

1]

0399 Me p2(51) + 0,01 - p2(82) =
0,970398 + 0,000198
0,970596.

]

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit p ist damit ermittelty
p = 0,970596.
Lgsung: 8 Punkte

Angenommen, €8 sei p eine von Null verschiedene reelle
Zahl und f eine fiir alle reellen X definierte Funktion mit

Bl ioyne _-z-fﬁﬁl- fiir alle reellen X. (1)
3f(x) - 1

a) Dann gilt fiir alle reellen X
3f(x) -14#0
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b)

und £(x)

P0x & o) ielayy i Elpan) [ o TR ’
3f(x+p)-1 3E(x) - 4

also 3P (x)=-1

£(x + 2p) = ——2L(x) Ll

3f(x) - 3f(x) + 1
d. h., £ ist periodisch: es gilt mit q = 2p # O
£(x + q) = £(x) fiir alle reellen x , (2)
Da jede Funktion vom Typ

£(x) = & + b 8in” x

Reirlebm gt |y (3)
¢ + d sin” x

sofern sie flir alle reellen x definiert ist, die Periode W

' hat, kann man (unter Berlicksichtigung des Ergebnisses

aus a)) versuchen, ob sich die Eigenschaft (1) mit p =
erreichen 1l#8t.

Nun ist fiir solche Funktionen einerseits

ALY 2

r(x+g)=aibcos;=a=b-bag; y (4)
¢ + d cos®x ¢ +d-d sinx

andererseits

2 2 2
f(xz o &tb sin“x ¢ 2a_+ 3b 8in°x -~ ¢ - d sin X
3f (x) = 1

c+d sin“x ¢ + 4 8in®x
La+b sin’x . i (5)

(3a-c) + (3b=d) sin‘x
wobei fiir die Wahl von a, b, ¢, d zuniichst voraussguset-
zen ist, daB ¢ + 4 sin’x # 0 und
(3a - ¢) + (3b - d) sinx # O fiir alle x gilt.
Ubereinstimmung der Zihler in den rechten Seiten wven
(4), (5) erreicht man z. B. fiir b = O und hisernach {ber-
einstimmung der Nenner vermittels ¢ + 4 3a - ¢ etwa
fira=c¢=d =1,

s 1
Die somit betrachtete Funktion f(x) = gy
1 + 8in®x

m
hat in der Tat alle verlangten Eigenschaften. Sie istykon-
stant; sie ist wegen 1 + sin’x # 0 fir alle x definiert und
orfiillt wegen 2 = sin’x # 0 fiir alle x nach (4), (5) auch
(1.



