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I XI¥, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann gu den L¥sungen fiir die

931)

932)

1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

Losung: =~ 6 Punkte

Genau dann ist x die gesuchte Zahl, wenn x die kleinste na-
tlirliche Zahl ist, zu der eine natfirliche Zahl n 2 2 mit
83x=3 - 107 + 10x + 8 oder, Hquivalent hierzu, mit

73 x = 3+ 10° + 8 existiert.

Untersucht man die Zahlen 308, 3 008, 30 008, 300 008,

3 000 008 der Reihe nach auf Teilbarkeit durch 73, so
ergibt sich, da8 von ihnen nur die Zahl 3 000 008 =

73 « 41 096 teilbar ist. Daher ist x = 41 096 die gesuch-
te Zahl, und es gilt 83 + 41 096 = 3 410 968.

L¥pung: | I Punkte

Genau dann ist (31. 85y 83y 34) ein derartiges Quadrupel,
wenn 68 eine ganze Zahl n mit & =n, a5 =1 + 1,

as ='n+ 2, a4 =n+ 3 gibt, fir die

(1) o2 + (o + 1)3 = (n + 3)3 - (n + 2)3 gilt.

Gleichung (1) ist Hquivalent mit

n3 + n3 + 3n2 +3n+ 1= n3 + 9n2 + 2Tn + 27 -

- (n3 + 6n° + 12n + 8)

und dies mit n> - 6n = 9, d. h. mit
(2) n(a® - 6) = 9.

Da filr ganzzahliges n die beiden Faktoren des linken Terms
6 T Gleichung (2) ganze Zahlen sind, kann (2) aur erfiillt
sein, wenn n eine der Zahlen 1, -1, 3, -3, 9, =9 ist.
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Wie die folgende Tabelle zeigt, erfiillt von diesen Zahlen
genau die Zahl n = 3 die Gleichung (2) und damit die Glei~-

chung (1).

n| o | W%-6) | n * (n%-6)
111 -5 -5

-1 |1 -5 5
319 3 9

-3 |9 3 -9

9 |81 5 675

-9 |84 5 -675

Damit erfiillt das Quadrupel (3, 4, 5, 6) als einziges alle
Bedingungen der Aufgabe.

933) LYsung: 7_Punkte

< Abb. L 933

/]
A a 13 8

Es seien E der FuBpunkt des Lotes von S auf die Gerade
durch A und B sowie F der des Lotes von S auf die Gerade
durch C und D. Dann gilt EF = h. Setzt man ES = x, so
folgt F§ = h - x. ‘

Nun gilt nach einem Teil des Stirahlensatzes:

x: (h=-x)=3X: 3 =a:c, also cx = ah - ax, woraus

man

X = %;% (1) suwie h - x = %:% (2) erhidlt.

Folglich gilt:

c2 h

. 2(a+c)

2 .
1 a® h 1 .
F, = 3 ax = are) . sowie Fy = 5 ¢ (b - x)
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Die Dreiecke ABC und ABD haben den gleichen Fliécheninhalt,
da sie in einer Seite und der zugehdrigen Hbhenliinge fiiber-
einstimmen. Fir ihven Flicheninhalt F gilt: F.= 3 a * h.

Hiernach gilt fiir die Fldcheninhalte F2 bzw. P4x

2 2 2
FZ-F4-F-F1.%ah_§._E_..°'h+ he - a’h _ahe
2(a+e) 2(a+c) 2(a+c)



L 9; II XIY. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3, Stufe (Bezirksolympiade)
L¥sungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 - 2. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lsungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

934) Lomung: & Punkte

Wegen (x - y)2 2 0 gilt x° + y2 2 2xy, wobei Gleichheit
genau fir x = y gilt, und entsprechend

12 + 52 2 2xz, wobel Gleichheit
genau fiir x = z gilt, sowie

y2 + z2 2 2yz, wobei Gleichheit
genau filr y = z gilt. Durch Addition und Division mit 2
folgt:

Es gilt stets 12 + y2 + 22 s Xy + X2 + Y%,
und darin das Gleichheitszeichen genau dann, wenn

x=y =12 gilt.

935) Lbsung: 8 Punkie a) 3 Punkte ) 5 Punkte

Abb, L 935
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a)

b)

Bs gilt <JACP, & <CACP und <K BOR, ¥ <BCP,

da der jeweils zuerst genannte Winkel Bild des anderen
Winkels bel einer Spiegelung an der Geraden durch A
und C bzw. an der durch B und C ist. Da die Winkel

<K ACP und <[ BCP zusammen einen rechten Winkel erge-
ben, bilden alle vier genannten Winkel gusammen einen
gestreckten.
Also gilt: :aEP1CP2 = 180°, d. h., C liegt auf der

Geraden g durch P1 und P2.

Aus a) folgt: Genau dann ist g die Tangente t in C an k,
wenn P, auf t liegt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
P auf dem Spiegelbild s von t bei Spiegelung an der Ge-
raden durch A und C liegt. Somit ist b) bewiesen, wenn
man nachweist, daB s_l AB gilt. Dies kann folgendsrmaSen
geschehen:

Der Winkel, den t mit AC bildet, erghnzt den Winkel

~X BAC zu 90° (dann ist M der Mittelpunkt von AB, also
von k, 8o erginzt der Winkel zwischen t und AC den Win-
kel <X ACM zu 900. und da 2\ ACM gleichschenklig ist,

gilt TACH = FBAC). Also erginst auch der Winkel,
den s mit AC bildet, <J(BAC zu 90°. Deher gilt s_L AB.

(Hinweis zur Korrektur: Zu einer vollstindigen Lisung
der Aufgabe sind eigentlich noch mehrere Lagediskussio-
nen dariiber erforderlich, in welche Halbebene ein Schen-
kel jeweils betrachteter Wink.! hinweist. Im Rehmen die-
ser Olympiadeaufgabe kann auf derartige Diskussionen
verzichtet werden.)

936) Lsung: 6 Punkte
Die Grundfléche der betrachteten Pyramide ist die des
gleichseitigen Dreiecks KLM. Es hat die Seitenl#nge

2y/2 (Pythagoras). Folglich betrigt sein FlEcheninhalt
2
(laut Tafel) g—{;
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Es sel N der Mittelpunki von LM. Dann liegen die Punkte
K, N so auf dem Rechteck ACGE, wie es Abb. L 936 zeigt;
und zwar ist TK = 3 und &F = a{; (als halbe Linge der
Hypotenuse des gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks MGL

utn-m-gc

£ N €

A ¢ Abb. L 936

Daraus folgt:

2 2
X = i’— + a— = iﬁ und weiter (da AGPK ~ ANGK ist)

ﬁxaﬁ'aﬁ:ﬁ, also

“'5‘§ﬁ‘ir'§f' also
TP = I - W = £ ay/3.

Weiter gilt wegen OGN : UK = 15 2=00:0X

Aace ~ AKGN und daher AACG ~ AGPK,

g0 daf fiir den Schnittpunkt P von AG mit NK

TR = FTICC = 90° ausfsllt.

Aus Symmetriegriinden gilt auch

UL = 90°,

Daher stsht GP auf der Ebene durch L, M, N senkrecht, so
da8 AP HBhe der Pyramide AKLM ist.

Mithin erhdlt man fiir das Volumen V der Pyramide mit den
Eckpunkten A, K, L, M den Wert
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