A 8;I XIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 8 - 1. Tag =~

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet
insbesondere, daB die in einer LOsung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedan-
kengdnge und Schliisse sind gut lesbar in logisch und
grammatisch einwandfreien Sdtzen darzulegen.

831) Anja, Brigitte, Cathrin, Daja und Eva trugen mehrere Spiele

fiir vier Personen unter sich aus.

In jedem Spiel gab es einen Gewinner und drei Verlierer.

Jedes der Mddchen spielte gleich viele Male.

Nach AbschluB aller Spiele stellte man fest: v

(1) Cathrin gewann genau die Hilfte, Daja genau ein Drittel
und Eve genau ein Viertel der Spiele, an denen sie be-
teiligt waren. g

(2) Die Anzahl der Siege des Middchens, das das drittbeste
Ergebnis erzielte, war eine Primzahl.

(3) Keines der Midchen verlor alle Spiele.

~ Ermittle die genaue Anzahl aller Spiele, die ausgetragen
wurden, und gib an, wieviele Spiele jedes Middchen insgesamt
gewann?

832) Zeige, daB fiir jede Primzahl p > 5 das Produkt
(p-2)(p-1) p (p+1)(p+2) durch 360 teilbar ist!

833) In dem Quadrat ABCD mit der Seitenlidnge a werde die Seite AB
durch die Punkte A1, A2, A3, die Seite BC durch B1, B2, 33’
die Seite CD durch C;, C,, C, und DA durch D, D, D3 jeweils
in 4 gleichlange Teilstrecken geteilt. Ferner seien die
Strecken A132, A2B3, B102, B2C3’ C1D2, CZDB' D1A2 und D2A3
eingezeichnet. Von den Schnittpunkten dieser Strecken mit-
einander seien die Punkte P1, P2, P3, P4, PS’ P6, P7, P8
wie in Abb. A 833 bezeichnet.
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Berechne den Fldcheninhalt des
Achtecks P1P2P3P4P5P6P7P8 in
Abhéngigkeit von a!

Abb. A 833




A8sTY XIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 8 - 2. Tag =

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet
insbesondere, daB die in einer Losung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der Lsungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB8 deutlich erkennbar sein. Die Gedan~
kengéinge und Schliisse sind gut lesbar in logisch und
grammatisch einwandfreien Sdtzen darzulegen.

834) Ermittle alle rationalen Zahlen a, die die Ungleichung

a = 2 s !
S <0 erfiillen!

835) Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit BT = a,
IT = b und BT = 90°. Ein Halbkreis iiber einer Teil-
strecke von AB sei so gelegen, daB die Seiten BC und AC auf
Tangenten an.diesen Halbkreis liegen und dieser BC und AC
berihrt. :
Beweise, daB fiir seinen Radius r dann-%—=‘% + % gilt!

836) Konstruiere ein Dreieck ABC, das den Bedingungen
a:bs:c=2:3:4undr =4 cm geniigt!
Dabei seien a, b, ¢ in dieser Reihenfolge die Lidngen der
Seiten BC, AC und AB, und r sei der Umkreisradius.
Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!
Untersuche, ob durch die gegebenen Bedingungen ein Drei-
eck ABC eindeutig bestimmt ist!
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85T XIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8 - 1. Tag =

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe

831) Losung: 6 Punkte

Sei z die Gesamtzahl aller Spiele. Da jedes der Midchen
von jeweils 5 Spielen genau 4 mitspielte, spielte jedes
Mddchen in g z aller Spiele mit. Diese Anzahl ist nach (1)
durch 3 und 4, also durch 12 teilbar. Daher gibt es eine
natiirliche Zahl n mit g z = 12n; hieraus folgt z = 15n.
Von den 15n Spielen gewann nach (1) Cathrin genau 6n,
Daja genau 4n, Eva genau 3n Spiele.

Somit. gewannen Anja und Brigitte zusammen genau 2n aller
Spiele. Daraus folgt, daB Eva wegen 6n> 4n > 3n >2n
das drittbeste Ergebnis erzielte. Da die Anzahl 3n von
Evas Siegen nach (2) eine Primzahl war, gilt n = 1.

Es wurden mithin genau 15 Spiele ausgetragen; Cathrin ge-
wann genau 6, Daja genau 4, Eva genau 3 dieser Spiele,
und Anja und Brigitte gewannen nach (3) jeweils genau

1 Spiel.
832) Losung: 6 Punkte

Von den  fiinf aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen p-2,
p-1, p, p+1, p+2 ist eine durch 5 teilbar. Da p Primzahl
ist und p > 5 gilt, ist p nicht durch 5 teilbar. Folglich ~
ist eine der Zahlen p-2, p-1, p+1, p+2 durch 5 teilbar.

Da p # 2 ist, ist p ungerade. Daher ist jede der beiden
Zahlen p-1 und p+1 gerade und eine von beiden ist wenig-
stens durch 4 teilbar. Folglich ist ihr Produkt durch 8
teilbar.

Da p # 3 ist, ist p nicht durch 3 teilbar. Mithin sind ent-
weder die beiden Zahlen p-2 und p+1 oder die beiden Zahlen
p-1 und p+2 jeweils durch 3 teilbar. Also ist ihr Produkt
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L 8;1

833)

durch 9 teilbar. Aus all dem folgt, daB das Produkt
(p=1)(p-1)(p+1)(p+2) durch 5, 8 und 9 und, da diese
Zahlen paarweise teilerfremd sind, auch durch

5 8¢ 9 = 360 teilbar ist, w.z.b.w..

Losung: 8 Punkte
Man kann den Flidcheninhalt A8 des Achtecks berechnen, in-
dem man vom Fldcheninhalt des Quadrats ABCD den vierfachen

Flicheninhalt des Sechsecks A2BBQP3P2P1 subtrahiert.

Die FuBpunkte der Lote von P2 auf AB bzw. BC seien E bzw.
Dann ist EBFP2 ein Quadrat. Bezeichnet man seine Seiten-~
lénge mit x, so gilt nach einem Teil des Strahlensatzes

g a g = (% a - Xx) :t X, woraus man
3 x
8 x

X

L}

W Pl

a - X und mithin

a bzw.

T% a erhdlt.

Setzt man weiter P112 =y, 80 gilt nach dem Strahlensatz

% 8.8 g = % aty, also
%y = % a bzw.
y=%ao



L 8:1
Folglich gilt fiir den Flécheninhalt A8 des Achtecks

1
Ag =(a2 - 4)( By2LT Tg il (% a - Té a) « 2 + T%G a2) bzw.

2
o 228 2l IS0 GBI N
A8 = a 75 a o al..- TS & {
/ 6,
Der gesuchte Flicheninhalt des \
Achtecks betrigt Té az. M %
. R Ty -8,
I P\ -
p ;
1 2 N - B,
N
I
Abb. L 833 N s
A Ay E A B

Anderer Losungsweg:

Es sei M der Mittelpunkt des Quadrats (und damit auch der
des betrachteten Achtecks). A202 und BD sind fiir beide
Figuren Symmetrieachsen. Die Fldche des Achtecks 148t sich
daher aus den Fldchen der untereinander kongruenten Drei-

ecke PiMPy, PMPy, PyMP,, P,IP, PoMPg, PcMP,, P MPg, PoUP,

|
|

zusammensetzen,

Nun ist der Fldcheninhalt eines dieser Dreiecke, etwa der
des Dreiecks P1MP2, gleich dem des Quadrates A2BB2M minus
der Summe der Fldcheninhalte des Trapezes A,BB.P., und des

2 O]
Dreiecks BB2M plus dem des Dreiecks BB2P2.

Nun gilt nach dem Hauptéhnlichkeitssatz‘£5P1P2M'V ZSBzPaB.

Es sei x der gesuchte Fldcheninhalt des Dreiecks P1P2M. Da

sich die Flédcheninhalte #Zhnlicher Dreiecke wie die Quadrate

homologer (gleichliegender) Seiten verhalten, hat wegen

- BB, - I,
2 e

1

das Dreieck B,P,M den Flicheninhalt % X.

= % , also P?M = % und BB; = g



L 831

Folglich gilt fiir den gesuchten Flécheninhalt des Drei-

acks P1P2M
aia
+ 2
Wiia g 1B d 9

e et B . S le, also
5 L 1S
T2=8 (B i - 1)’ woraus man

2 2

_va 4 ! e ki 8

2 X =57 :nd schlieBlich x i) erhdlt. Daher betrdgt
wegen 8 ° %5 = Té 32 der Fldcheninhalt des Achtecks T% 32



LB;II XIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8 - 2., Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

834) Losungs 7_Punkte

Ein Bruch ist genau dann negativ, wenn entweder sein Zidhler
positiv und sein Nenner negativ oder wenn sein Zihler nega-
tiv und sein Nenner positiv ist.

Angenommen, es gibe eine rationale Zahl a mit 3a - 2> 0

und a + 1 < 0. Dann folgteaus 3a = 2 > O einerseits a >§
und aus a + 1 < O andererseits a < -1. Da es keine ratio-
nale Zahl gibt, die gleichzeitig gridBer als % und kleiner
als ~1 ist, war unsere Annahme falsch. '

Daher ist die gegebene Ungleichung genau fiir diejenigen
rationalen Zahlen a erfiillt, fiir die 3a - 2 < O und
a+ 1> 0 gilt. Nun ist 3a = 2 < 0 gleichbedeutend mit

a< § und & + 1 >0 mit a> -1. Diese beiden Bedingungen
werden genau von allen rationalen Zahlen a erfiillt, fiir die
-1<acg 3 gilt.

Folglich sind alle rationalen Zahlen anmt -1 <ac< 3 und
nur diese Losungen der gegebenen Ungleichung.

835) Lgsung: 6 Punkte

Abb. L. 835
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L 8;I1
Der Mittelpunkt des Halbkreises sei M, die Seite BC beriihre
den Halbkreis in D, die Seite AC beriihre ihn in E. Dann
gilt:
M =r und MDI|AC (rechte Winkel bei D bzw. C) und
IE = r und ME||BC (rechte Winkel bei E bzw. C).

Folglich ist MDCE ein Quadrat mit der Seitenliénge r.
Nach dem Strahlensatz gilt nun:
a b

7 =5 =T also ab - ar = br bzw. ab = br + ar.

Daraus erhdlt man durch Division mit abr

i3t 1
- WeZebDeWeo

836) Losung: 7 _Punkte

Abb. L 836

(I) Angenommen, & ABC sei ein Dreieck, das den Bedingunge!
der Aufgabe entspricht, der Mittelpunkt seines Umkreises
sei M. Dann gibt es ein Dreieck A'B'C', das aus AABC
durch zentrische Streckung mit dem Streckungszentrum M
entsteht (A' Bild von A, B' Bild von B, C' Bild von C)
und bei dem XTBTY = 4 cm betrdgt. Dabei gilt weiter
ETT = 3 cm, B'CT = 2 cm. Folglich ist AABC &hnlich
einem Dreieck A'B'C' mit den Seitenléngen a' = 2 cm,

b' = 3 cm, ¢' = 4 cm, das aus A ABC durch zentrische
Streckung mit dem Streckungszentrum M hervorgeht.



L 8;II
(II)

(III)

(Iv)

Daher entspricht ein Dreieck ABC nur dann den Bedin-
gungen der Aufgabe, wenn es durch folgende Konstruk-
tion erhalten werden kann:

(1) Man konstruiert ein Dreieck A'B'C' mit den Seiten-
léngen BTCY = 2 cm, CTAY = 3 cm, X'BY = 4 cm, sowie
dessen Umkreismittelpunkt M.

(2) Man zeichnet die Strahlen aus M durch A' bzw. B!
bzw. C'.

(3) Man schldgt um M den Kreis mit dem Radius r. Schnei-
det er die in (2) gezeichneten Strahlen, so seien
die Schnittpunkte in dieser Reihenfolge mit A, B,
C bezeichnet.

Beweis, daB jedes so konstruierbare Dreieck ABC den
Bedingungen der Aufgabe entspricht:

Laut Konstruktion ist A ABC durch zentrische Streckung
mit dem Zentrum M aus 2\A'B'C! hervorgegangen. Daher

sind beide Dreiecke #hnlich. Das Dreieck ABC hat also
ebenfalls das Verhdltnis der Seitenldngen 2 : 3 : 4.

Ebenso gilt laut Konstruktion ZM = B = TW = r, d. h.,

das Dreieck ABC hat einen Umkreis vom Radius r.

Da wegen 2 + 35> 4; 2+ 4>3 und 3 + 4 >2 ein
Dreieck A'B'C' mit den angegebenen Seitenlidngen exi-
stiert, ist Konstruktionsschritt (1) bis auf Kongruenz
eindeutig ausfilhrbar. Die Konstruktionsschritte (2)
und (3) sind ebenfalls eindeutig ausfilhrbar. Daher ist
durch die gegebenen Bedingungen ein Dreieck ABC bis
auf Kongruenz eindeutig bestimmt.



