A 9;I XII. Olympiade Junger Mathematiker der DDﬁ
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 9 - 1. Tag -

Achtung: Alle Aussagen’ sind stets zu beweisen. Dies bedeutet
insbesondere, daB die in einer Lssung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedan-
kengdnge und Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sdtzen darzulegen.

931) Beweisen Sie, daB fiir jede natiirliche Zahl n die Zahl
n- - n2 durch 10 teilbar ist!

932) Karlheinz will aus gleichgroBen roten und weiBen Quadrat-
fldchen liickenlos eine Rechteckfliche derartig zusammen-
setzen, daB sdmtliche an den Rand dieses Rechtecks grenzen-
den Quadratflichen rot sind (in der Abb. A 932 gestrichelt
gezeichnet), wihrend alle iibrigen (im Innern gelegenen)
Quadratfldchen weiBl sein sollen. Dabei soll die Anzahl
der roten Quadratfldchen gleich der der weiBen sein.

Geben Sie (durch Angabe der Anzahlen der in je einer Zeile
urti in je einer Spalte angeordneten Quadratflidchen) alle
Rechteckfldchen an, die Karlheinz unter diesen Bedingungen
bilden konnte!
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933) Ein Wiirfel mit der Kantenldnge a und g
den Eckpunkten A,B,C,D,E,F,G,H '
(Abb. A 933) wird von sechs Ebenen | :
geschnitten, die jeweils durch die D)____"__
Punkte 4,B,G,H; D,C,F,E; A,D,G,F; /
B,C,H,E; A,E,G,C und B,H,F,D
gehen.
Man ermittle die Anzahl der Teil-
korper, in die der Wiirfel dadurch

A a B8

Abb, A 933

zerlegt wird. AuBerdem gebe man das Volumen der einzelnen
TeilkSrper an.



A 9;1IT XII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 9 - 2., Tag -

Achtung? Alie'Aussagen gind stets zu beweisen. Dies bedeutet

934)

9351

936)

insbesondere, daB die in einer Losung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der Ldsungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedan-
kenginge und Schltisse sind in logisch und grammetisch
einwandfreien SEtzen darzulegen.

Zwei PuBginger A und B legten dieselbe Strecke zuriick. Sie
starteten zur gleichen Zeit. Ein Beobachter stellte fest:

A ging die H#lfte der Strecke mit einer Durchschnittsge-
schwindigkeit von 4 km/h, den Rest mit 5 km/h.

B ging wihrend der Hdlfte der von ihm fiir die ganze Strecke
aufgewandten Zeit mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit
von 4 km/h, wihrend der iibrigen Zeit mit 5 km/h.

Wer von den beiden erreichte zuerst das Ziel?

Es sei ABCD ein Sehnenviereck, k sein Umkreis, und es gelte
fiir die Bogenlinge derjenigen zwischen den Eckpunkten des
Sehnenvierecks liegenden Kreisbogen von k, auf denen jeweils
kein anderer Eckpunkt liegt, die Gleichung K% + 65 = ﬁE + ﬁi.
Beweisen Sie, daf dann AC L BD gilt!

a) Man ermittle die Anzahl aller verschiedenen Tripel
(k,n,m) natiirlicher Zahlen k,n,m, fiir die
ken+(2m + 1) = 3808 gilt.

b) Man gebe alle Tripel an, fiir die das Produkt knm den
kleinsten Wert annimmt.
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L 9;I XII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3, Stufe (Bezirksolympiade)
Lssungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die

1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

931) Lgsung: 5 Punkte
Es gilt n6 LInP e % e (n4 B n e i (n2 + 1) (n2 - 1.

932)

Von den drei aufeinanderfolgenden Zahlen n2-1, n2, n2+1 ist
mindestens eine gerade.

Ist n durch 5 teilbar, so ist n2 durch 5 teilbar. Ist n
nicht durch 5 teilbar, so 1dBt n bei Division durch 5 einen
der Rest 1,2,3,4. Dann 188t n2 bei Division durch 5 bzw.
den Rest 1,4,4,1.

L&aBt n2 bei Division durch 5 den Rest 1, so ist n2-1 durch
5 teilbar.

LaBt n2 bei Division durch 5 den Rest 4, so ist n2+1 durch
5 teilbar.

In jedem Falle ist daher n6—n2

= (n2-1)'n2'(n2+1) durch 2
und durch 5 und folglich, da 2 und 5 teilerfremd sind, auch
durch 10 teilbar.

(Bemerkung: n6-n2 ist fiir jedes ganze' n gogar durch 60
teilbar.)

Losung: 7 Punkte

Angenommen, eine Rechteckfldche, in der jede Zeile aus a
und jede Spalte aus b Quadratflichen besteht, erfiille die
Bedingungen der Aufgabe. Dann ist a 23 und b 2 3, da sonst
keine weiBen Quadratfldchen auftrdten, und die Anzahl der
roten Quadratflichen betridgt 2a+2b-4, die Anzahl der weiBen
Quadratfldichen betrdgt (a-2):(b-2) = ab-2a-2b+4. Somit gilt
2a+2b-4 = ab-2a-2b+4, also (1) a(b-4) = 4b-8.

Wire b = 3, so folgte -a = 4; widre b = 4, so folgte O = 8,
was beides einen Widerspruch darstellt. Also gilt b > 4,
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d.h. (2) b-4 > 0. Wegen (1) ist 4b-8 = 4(b-4) + 8 durch
b-4 teilbar und daher auch (3) 8 durch b-4 teilbar.
Nach (2), (3) kann b-4 nur eine der Zahlen 1,2,4,8 sein.
Hieraus und aus (1) ergeben sich fiir das Paar (a,b) nur
die Mdglichkeiten

1

@ oo’

a
2
8
6
5 12

Wie die Abb. L 932 zeigt, erfiillen in der Tat diese Paare
die Bedingungen der Aufgabe (Fall 1 und 4 bzw. Fall 2 und 3
gehen durch Vertauschung der Zeilen mit den Spalten ausein-
ander hervor).

AN
K 277,
: 7

/s
7 AN A Abb. L 932
Der vorstehende Losungsweg untersucht, wann sich aus (1)
eine natilirliche Zahl a ergibt. Einfacher wird die Darstel-
lung bei folgendem 2. Losungsweg:

Die (durch positive ganze a,b zu erfiillende) Bedingung ist
dquivalent mit ab-4a-4b+8 = O und dies mit (x) (a-4)(b-4) =8
Also hat man alle ganzzahligen Faktorenzerlegungen (z)

von 8 zu priifen, ob fiir sie @ und b positiv (ganzzahlig)
gind. Ist nun eine der Zahlen (a-4),(b-4) ein Faktor (-8)
oder (-4), so hat die betreffende Zahl a bzw. b den Wert

(-4) oder (0).

Daher 1dsen genau die Zerlegungen 8 = 8.1 = 4.2 = 2.4 = 1.8
und somit genau die oben angegebenen Paare (a,b) die Aufgabe.
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933) Losung: 8 Punkte

Die vier Raumdiagonalen eines Wiirfels schneiden sich in
einem Punkt. Er sei mit M bezeichnet. Mit M als Spitze und
je einer Wiirfelfldche als Grundfldche gibt es genau 6 vier-
seitige Pyramiden, die den Wiirfelkdrper vollstidndig aus-
fiillen. Diese Pyramiden sind untereinander kongruent.

Jede der vier Seitenfldchen jeder Pyramide ist in genau
einer der 6 in der Aufgabe genannten Schnittebenen ent-
halten, d.h. daB jede Pyramide nur noch von zwei der ge-
gebenen Ebenen geschnitten werden kann. Dies wird sie in
der Tat, némlich von denjenigen beiden Schnittebenen, die
auf der Grundfliche der Pyramide senkrecht stehen und deren
(Fldchen-)Diagonalen enthalten. Sie zerlegen die Pyramide
in vier untereinander volumengleiche (sogar kongruente)
TeilkSrper. Der Wiirfel wird daher in 24 Teilkdrper zer-
legt.

Alle Teilkdrper sind untereinander volumengleicg Das
Volumen jedes -dieser Teilkdrper betridgt daher &

27



L 9;1IT XII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 - 2. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

934) Losung: _ 5 _Punkte
Mit den iiblichen Bezeichnungen s fiir die Weglédnge, v fiir
die Geschwindigkeit und’t filir die aufgewandte Zeit gilt
s = vet bzw. t = %. Wird nun die von A aufgewandte Zeit mit
Ty und die von B aufgewandte Zeit mit tB bezeichnet, dann
gilt

einerseits filir A: tA = t1 + t2 mit t1 = 5%; = % und % =
N PeE %5’ also tA = %5 s, und

t
5 i ¢4 ; SpBi 3
andererseits fiir B: 8g = 84 + 8, mit 8y = =5 4 und 8, =

t t
=—B§'5, also . 8 = —2'9 bzw. tp = % 8.

Wegen 9:9> 2°40 gilt nun t, > tg, d.h. B war eher am
Ziel als A.

2. Losungsweg:

Man kann sich die Gesamtstrecke in 9 gleichlange Teilstrek-
ken geteilt denken. Dann ging A genau 4 % dieser Teilstrek-
ken mit 4 km/h, den Rest mit 5 km/h. B dagegen ging genau

4 dieser Teilstrecken mit 4 km/h, die restlichen 5 Teil-
strecken mit 5 km/h; denn bei dieser Aufteilung sind die
aufgewandten Zeiten fiir die beiden Geschwindigkeiten gleich-
lang (und, da sie bei jeder anderen Aufteilung anders aus-
fallen, auch nur bei dieser). Daher kam B zuerst am Ziel an.

Oder noch einfacher (ohne Rechnung):

Wire die Teilstrecke s, die B mit 5 km/h durchlduft, eine
Hdlfte der Gesamtstrecke oder weniger, so bendtigte B fiir s
weniger Zeit als fiir die andere, langsamer durchlaufene und
und mindestens ebenso lange Teilstrecke. Dies widerspricht
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der Aufgabenstellung. Also war die mit 5 km/h durchlaufene
Teilstrecke fir B linger als die fiir A. Folglich kam B
zuerst am Ziel an:

935) Losung: 8 Punkte

Der Mittelpunkt von k sei M, der
Schnittpunkt der Diagonalen
gsei S. Nach Voraussetzung
gilt: ¥ ANB + ¥CND =

=X BNC + ¥DMA, also, da die
Summe beider Seiten dieser
Gleichung 360° betrigt,
¥E + Fowb = 180°. Abb, L 935

Nach dem Satz iiber Zentriwinkel
und Terisheriewinkel gilt daher:
F 508 + X OBS = FACE + FCoD = § LAB + 3 o = 90°.

Mithin gilt nach dem Winkelsummensatz, angewandt auf das
Dreieck ABSC: ¥ BSC = 180° - (L SCB + FCBS) = 90°, also
ACLRD, w.z.D.w.

936) Losung: 7 Punkte: a) 5 Punkte b) 2 Punkte <

a) Wegen 3808 = 22 + 7 + 17 sind alle Quadratzahlen, die
Teiler von 38C8 sind, 1, 4 und 16. Ferner sind alle un-
gerzden natiirlichen Zahlen, die Teiler von 3808 sind,
N7 T und' T s N T = 1490 Daraus) folgts
Eine natiirliche Zahl n kommt genau dann als zweite Zahl
in einem der zu betrachtenden Tripel (k,n,m) vor, wenn
sie eine der Zahlen (1) 1, 2, 4 ist.

Bine rdatiirliche Zahl m kommt genau dann als dritte Zahl
in einem Tripel (k,n,m) vor, wenn 2m+1 eine der Zahlen
1, 7, 17, 119 ist, d.h. genau dann, wenn m eine der
Zahillen (2508 N3, 8 159l kidis T

Fiir jedes Paar (n,m) mit n aus (1) und m aus (2) gibt es
genau eine natiirliche Zahl k, so daB (k,n,m) eines der
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b)

808
n2(2m+1T :
Da es genau 12 verschiedene Paare (n,m) mit n aus (1)
und m aus (2) gibt und die hiermit entstehenden Tripel
(k,n,m) erst recht verschieden sind, betridgt deren
Anzahl somit ebenfalls 12.

zu betrachtenden Tripel ist, ndmlich (3) k =

Es gilt stets knm 2 O. Der Wert knm = O wird nach

(1), (2), (3) genau dann angenommen, wenn m = O ist.

Er ist somit fiir alle betrachteten Tripel der kleinste
Wert und wird genau fiir die Tripel mit m = O, n aus (1)
und k aus (3), d.h. genau fiir (3808, 1, 0); (952, 2, 0);
(238, 4, 0) angenommen.



