A 8 XII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2, Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 8

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet ins-
besondere, daB die in einer Losung unbewiesen verwende-
ten Sachverhalte anzugeben sind. Der L&sungsweg (ein-
schlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen, Hilfs-
linien) muB8 deutlich erkennbar sein. Die Gedankenginge
und Schliisse sind in logisch und grammatisch einwand-
freien S#itzen darzulegen.

821) Axel,. Bernd, Conrad, Dieter, Erwin, Frank und Gerd sind im
Turnunterricht hintereinander der GroBSe nach angetreten,
" wobei der Gr$Bte von ihnen vorn steht.
Es ist auBierdem bekannt:

(1) Dieter steht an vierter Stelle.

(2) Gerd steht unmittelbar vor Bernd und unmittelbar hinter
Erwin.

(3) Axel steht unmittelbar hinter Frank.

(4) Gerd und Axel sind Zwillinge, wihrend der ZweitgréSte
der sieben Jungen keine Geschwister hat.

‘Schreibe die Namen der sieben Jungen in der Reihenfolge
auf, in der sie angetreten sind!

822) Es sei k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r,
AB eine Sehne von k der Linge r und C ein von A und B
verschiedener Punkt auf k.

Ermittle alle Moglichkeiten fiir die GriBe des Winkels <):'BCA!
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‘Als erste Quersumme einer natiirlichen Zahl n sei die in

iiblicher Weise gebildete Quersumme verstanden.

Ist die erste Quersumme von n eine Zahl mit mehr als einer
Ziffer, so sei ihre Quersumme &als zweite Quersumme von n
bezeichnet.

Ist die zweite Quersumme von n eine Zahl mit mehr als einer
Ziffer, so heiBe ihre Quersumme die dritte Queréumme von n.

a) Ermittle den gr5Bten Wert, der als dritte Quersumme einer
1972-stelligen Zahl auftreten kann!

b) Gib (durch Beschreibung der Ziffernfolge) die kleinste
1972-stellige natiirliche Zahl an, die diese grsBtmsg-
liche dritte Quersumme hat!

Konstruiere ein Dreieck AABC aus )

¢c=75¢cm a=6,5cnund ot+fB = 120° !

Dabei sei ¢ die Linge der Seite AB, a diejenige der
Seite BC, o die GroBe des Winkels <BAC und/ﬂ die des
Winkels < ABC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest,
ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck bis auf Kongruenz
eindeutig bestimmt ist!
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L 8 XII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L¥sungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 2. Stufe.

821) Lgsung: 10 _Punkte

Erwin kann nicht an erster Stelle stehen, weil sonst im
Widerspruch zu (4) wegen (2) Gerd ZweitgrsBSter sein miiBte.
Wegen (1) und (2) kann Erwin aber auch nicht an zweiter,
dritter oder vierter Stelle stehen. Da er wegen (2) auch
nicht an sechster oder siebenter Stelle stehen kann, steht
er an fiinfter Stelle, und wegen (2) ist dann Gerd Sechster
und Bernd Siebenter. Die Pldtze 1 bis 3 ktnnen somit nur
Axel, Frank und Conrad eingenommen haben, und zwar wegen
(3) Frank nur an erster oder zweiter Stelle. Wiirde Frank
an erster Stelle stehen, so miiBte Axel im Widerspruch zu
(4) ZweitgrsBter sein. Also steht Frank an zweiter, Axel
an dritter und daher Conrad an erster Stelle. Die Reihen-
folge der sieben Jungen lautet mithin:

Conrad, Frank, Axel, Dieter, Erwin, Gerd, Bernd.
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822) Ldsung: 10 Punkte

Laut Aufgabe ist das Drei-
eck AABM gleichseitig mit
AB = AM = r. Wir unter-
scheiden nun beziiglich der
Lage des Punktes C zwel
Fdlle:

Fall 1: Der Punkt C1 liege
auf dem grdBeren der beiden
zu AB gehorenden Krelsbogen.
Dann ist <¥AC1B Peripherie-
winkel zum Zentriwinkel
<):AMIB. Da dieser als
Innenwinkel im gleichsei-
tigen Dreieck AABM eine
Abb. L 822 GréBe von 60° hat, hat

<¥ AC.B eine GriBe von 30°.

Fall 2: Der Punkt 02 liege auf dem kleineren der beiden zu
AB gehtrenden Kreisbdgen. Dann ist AC2BC1 ein Sehnenvier-
eck. Nach einem bekannten Satz erginzen sich im Sehnenvier-
eck die GrdBen der gegeniiberliegenden Winkel zu 180°. Daher
hat der Winkel <AC,B eine GroBe von 180° - 30° = 150°.

823) Lgsung: 10 Punkte: a) 5 Punkte b) 5 Punkte

a) Unter allen 1972-stelligen Zahlen hat diejenige die
griBte erste Quersumme, die aus 1972 Ziffern 9 besteht.
Diese griBte erste Quersumme bdtrdgt somit 9 . 1972 =

=17 748. Da hiernach die erste Quersumme einer 1972-stel-
ligen Zahl nicht grﬁﬂef als 17 748 sein kann, erh#lt man
die grtBte zweite Quersumme als grifSte aller Quersummen
der Zahlen von 10 bis 17 748 und folglich als Quersumme
der Zahl 9999, d.i. 36. [Denn jede natiirliche Zahl x mit
10 € x <9999 hat h8chstens vier Ziffern, aber nicht
vier Ziffern 9, also hat x stets eine Quersumme < 36;
jede natlirliche Zahl y mit 9999 <y s 1-7 748 aber hat
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b)

genan fiinf Ziffern, und zwar als erste eine 1, als
zweite eine Ziffer <8 und daher ebenfalls eine Quer-
summe < 36.]1)

Da hiernach die zweite Quersumme einer 1972-stelligen
Zahl nicht groBer als 36 sein kann, erhdlt man die
grsBte dritte Quersumme als groSte aller Quersummen der
Zahlen von 1 bis 36 und folglich als Quersumme der

Zahl 29, d.i. 11.

T:Bemerkung zur Korrektur: Die in eckigen Klammern ste-
hende Begriindung ist, falls die vorangehende Aussage
geniigend klar formuliert wurde, zu einem vollsténdigen
Lssungstext nicht erforderlich.

Unter allen Zahlen von 10 bis 36 ist 29 die einzige mit
der Quersumme 11. Unter allen Zahlen mit der Quersumme

29 findet man wegen 2% =N = die kleinste, indem man eine
Z7ah)l mit den letzten drei Ziffern 9 so bildet, daB die
aus den vorangehenden Ziffern bestehende Zahl die klein-
ste mit der Quersumme 2 ist. Diese Zahl ist offenbar

2 999.

Mit entsprechender Begriindung findet man wegen

2929 _ 333 % die kleinste 1972-stellige Zahl A mit der

Quersumme 2999, indem man eine Zahl mit den letzten
333 Ziffern 9 so bildet, daB die aus den vorangehenden
1972 - 333 = 1639 Ziffern bestehende Zahl die kleinste
1639-stellige mit der Quersumme 2 ist. So ergibt sich
die Zahl
A= 10...0 19...9,

1637 333
die der Reihe nach aus einer Ziffer 1, 1637 Ziffern O,
einer Ziffer 1 und 333 Ziffern 9 besteht.
Ist nun g irgend eine von der kleinsten Zahl 2999 ver-
schiedene, also groBere Zahl mit der Quersumme 29 und
hat eine 1972-stellige Zahl n die Zahl g als Quersumme,
so gilt:
Wegen § 2 2%§9 = 333 @ hat die kleinste 1972-stellige
Zahl B mit der Quersumme g als ihre letzten 333 Ziffern
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je eine 9 und unter den davor stehenden 1639 Ziffern
mindestens eine Ziffer 2 2. Folglich ist B> A und dem-
nach erst recht n > A, Damit ist A als kleinste unter
allen 1972-stelligen Zahlen nachgewiesen, die irgend
eine Zahl mit der Quersumme 29 als Quersumme haben, d.h,
aber, die die dritte Quersumme 1T besitzen.

824) Losung: 10 Punkte
(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck, das den Bedingungen

(1D

der Aufgabe entspricht. Dann ist durch die AuBenwinkel
bei C, deren jeder nach dem AuBenwinkelsatz die GrtBe
o +/6 hat, auch die GrdBe des Innenwinkels <CACB (als
Nebenwinkel des AuBenwinkels) bestimmt (es 1#8t sich
auch der Winkelsummensatz benutzen). Seine GréBe be-
trigt 180° - 120° = 60°. ‘

Die ihm gegenilberliegende Seite ist ldénger als die
andere gegebene Seite.

Daraus ergibt sich, daB ein Dreieck AABC nur dann den
Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn es durch fol-
gende Konstruktion erhalten werden kann (Abb. L 824):

\

Das Dreieck A ABC wird aus
b+8 & <FACB = 60°, BC = a = 6,5 cm,
AB = c = 7,5 cm ale Dreieck
aus zwel Seiten und dem
Gegenwinkel der gr&Beren
Seite (ssw) konstruiert.
a
c
(5]
A8

Abb. L 824
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(III) Beweis, daB jedes nach (II) konstruierte Dreieck

(IV)

A ABC den Bedingungen der Aufgabe entspricht:
Nach dem AuBSenwinkelsatz gilt
o+f = 180° - <XACB = 120°
und nach Konstruktion
ZFE =c = 7,5 cm sowie BC = a = 6,5 cm.

Die in (II) angegebene Konstruktion ist bekanntlich
bis auf Kongruenz eindeutig ausfiihrbar. Daher ist
durch die gegebenen Stilicke wegen ¢ > a das Dreieck
/\ABC bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.



