A1/ 42351 XI, Olympiade Junger Mathematiker der DDR

4, Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklassen 11/12 -1, Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen,
Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer L¥sung unbe-
wiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind, Der L¥sungs-
weg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen, Hilfs-
linien)‘muB deutlich erkennbar sein, Die Gedankenginge und

Schliisse sind in logisch und grammatisch einwandfreien S#t-
zen darzulegen,

11/12/IV)1) Es sind alle reellen Zahlen x anzugeben, fiir die
der Ausdruck

2x I 1
|x - 3|=5 X+ 2

i

existiert, und unter diesen alle x zu ermitteln, die die
folgende Ungleichung (2) erfiillen:

- SRPEER I el S ()
|x = 3|-5 X + 2
11/12/1V/ 2) 1 fiir alle reellern x, fiir
T d v
i A w4 B tan°x ie x # % + k+ gilt
(k% 0, = Vg &2, 0 aode
0 flir alle x = %l+ X T

Man beweise, daB die fiir alle reellen x durch
F(x) = £(x) + £(ax) definierte Funktion F genau

dann periodisch ist, wenn die Konstante a eine
rationale Zahl ist,

11/12/1IV/3) Es seien Pyy Py P3, Q die Eckpunkte eines nicht
notwendig regelm#fiigen Tetraeders. Die Strahlen aus Q durch
Je zwei Punkte Py, Py (1,) = 1, 2. 3) bilden einen Winkel,
dessen GrdSe d’ij zwisohen 0° una 180° liegt. Man beweise,
daf fir diese Grifen die Ungleichung

gy + kgg > oy, gllt,
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AUAG L4065 T XI, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
L, Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 2, Tag =
Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen,
Dies bedeutet insbesondere, daf die in einer L¥sung unbe-
wiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind, Der L-
sungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkemnbar sein, Die Gedanken—
ginge und Schliisse sind in logisch und grammatisch ein-
wandfreien SHtzen darzulegen.

11/12/1V/4)

a) Man ermittle alle geordneten Tripel (x, y, z) reeller
Zahlen, die die Gleichung

x3z+x2y+xz+y-xs+13

erfiillen,

b) Man gebe unter den in (a) gesuchten Tripeln alle die~
Jenigen an, in denen von den drei Zahlen x, y, z genau

eine positiv, genau eine negativ und genau eine gleich
Null ist,

11/12/1IV/5) Man ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zah-
len x, geschrieben im dekadischen Positionssystem, fur
die gilt:

Fiigt man an die Ziffernfolge der Zahl x rechts die Ziffern-
folge x + 1 an, so erh#lt man die Ziffernfolge einer sechs-
stelligen Quadratzahl.

30 05 14-1 (588)
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Von den nachstehenden Aufgaben 11/12/IV/6.1 und 11/12/1V/6.2
ist genau eine auszuwdhlen und zu l¥sen:

11/12/1IV/6.1) Es sei n eine natiirliche Zahl, fir die 4 Sn 58
gilt, In der Ebene seien n Punkte so angeordnet, daf auf
jeder Geraden durch je zwei dieser Punkte wenigstens noch
ein weiterer dieser n Punkte liegt,

Man beweise, daf dann eine Gerade existiert, auf der alle
diese n Punkte liegen,

11/12/1IV/6,2) Als "Abstand" zweier Funktionen f und g, die im
gleichen Intervall definiert sind, bezeichne man den grgS-
ten aller in diesem Intervall auftretenden Werte
l£(x) - g(x)|, £alls ein solcher griBter Wert existiert.

Es seien die im Intervall -2 § x ¥ 2 durch £(x) = 2 - | x|
und die im gleichen Intervall durch g(x) = = ax® + 2

(2 eine positive reelle Zahl) definierten Funktionen f

und g -gegeben, Man untersuche, ob es einen Wert a gibt,
fiir den der "Abstand" von £ und g m6glichst klein ist.
Gibt es ein solches a, so gebe man alle derartigen

Werte a an,
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XI, Olympiade Junger Mathematiker der DIR

4, Stufe (DDR-Olympiade)
Lgsungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 -1, Tag -

11/12/IV/1) Ldsung:

5 Punkte

30 05 14-1

1.

161,

12525
1.3'

2,

2.1l

(588)

Fdr x § 3 ist | x~3 | = 3 - x, der Ausdruck (1)
also beziiglich Existenz und Wert gleichbedeu-

-2%x + 1
tend mit T e

Fiir x < -2 existiert (1), Ferner ist x + 2 < 0,
also (2) genau erfillt, wemn

= 2% N B E 2
gilt, Da dies #quivalent mit

. 241
ist, was zu x < -2 im Widerspruch steht, gibt
es kein x < -2, das (2) erfillt,

Fir x = =2 existiert (1) nicht,

Pir -2 <x & 3 existiert (1), Ferner ist

x + 2 >0, also (2) genau dann erfillt, wenn
-2x +1ax+ 2

gilt., Da dies Hquivalent mit
. Sl

ist, erfilllen von den x mit -2 <x ¥ 3 genau

die x mit -2 <x & - % die Ungleichung (2).

Fur x > 3 ist |x = 3| = x - 3, der Ausdruck (1)
also beziiglich Existenz und Wert gleichbedeu-

2x 1
tend mit P - O i

Fur 3 < x < 8 existiert (1), Ferner ist
(x - 8)e(x + 2) €0, also (2) genau dann er-
fiillt, wenn
x(x +2) +x -8 2 (x-8)x + 2)
gilt,
Da dies Hquivalent mit

x°+ 11x +8 80
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ist, was zu x2 + 11x + 8 > 32 + 11¢3 + 8 im

Widerspruch steht, gibt es kein x mit 3<x<8,
das (2) erfullt,.

2,2, Piir x = 8 existiert (1) nioht.

2,3, FPir x > 8 existiert (1). Ferner ist
: (x - 8)(x + 2) >0, also (2) genau dann er-
fillt, wenn
ox (x +2) +x =82 (x -~ 8)(x + 2)
gilt, Da dies #quivalent mit

x2 +11x +8 20

ist, was fir x > 8 stets richtig ist, erfiillen
alle x > 8 die Ungleichung (2).

Ergebnis: (1) existiert, wemn x # - 2 und x 4 8
gilt; (2) wird genau dann erfiillt, wenn entweder
-2<x & = % oder x > 8 gilt.

11/12/1IV/2) Lgsung:
8 Punkte |(I) Angenommen, F sei periodisch, bann gibt es eine

von Null verschiedene reelle Zahl t mit der Eigen-
schaft, daB8 F(x) = F(x + t) fiir alle reellen Zah~
len x gilt. Insbesondere gilt

1 = ¥(0) = F(t) )

Aus (1) folgt zundchst, daB + und at von allen
g +k T ( k=0, ¥4, ...) verschieden sind,
weil sonst F(t) <1 wire, Hiernach ergibt sich

aus (1) weiter

1= 1 ) -+ 12 (2),
2+ tan™¢ 2+ tan“at

Aus (2) folgt, da jeder der beiden Summanden auf
der rechten Seite kleiner oder gleich % ist,
1 1
— also t = mT (3)
2+tan™t 2 g

und

1 1
g, & also at = n¥ (4)
2+tan"at 2 :
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(I1)

11/12/ X/ 3)
7 Punkte

wobei m und n ganze Zahlen sind und wegen t & 0
auch m 4 0 gilt,
Aus (3) und (4) erh#lt man durch Division

a= f..}, d., h, a ist eine rationale Zahl,

Mithin ist F h¥chstens dann periocdisch, wenn a ra-
tional ist,

Angenommen, a sei eine rationale Zahl, 4. h. es
gelte a = %, wobei n und m ganze Zahlen sind und
mA O gilt,

Auf Grund der Definition von £ hat £ die PeriodeT ,
also gilt filr alle reellen x

£2(x) = £(x +m T )
sowis
£(ax)= £(ax + nT ) = £(a(x + mT))

und daher -
F(x) = F(x + mT ).

Wegen m 4 0 ist somit F periodisch.
Aus (I) und (II) folgt daher, daB F genau dann pe-
riodisch ist, wenn & eine rationale Zahl ist,

Lysungs

Auf den Strahlen aus Q durch P,, B,, Pé seien be-
ziglich Punkte X, Y, Z 4 Q mit QX = Q¥ = UZ gewihlt.
Dann gilt:

(1) Der FuBpunkt Y' des Lotes von Y auf die Ebene ¢
durch Q, X, Z liegt im Innern des Kreises k
in € um Q durch X,
Beweis: Y liegt auf der Kugel K um Q durch X, aber
nicht in der Ebene £ ; diese schneidet aus K den
GryBtkreis k aus, Daraus folgt YY' >0, also die
Behauptung Q¥ < UK. L
(2) Klappt man A QXY um die Gerade x durch Q, X in

die Ebene € , so geht das von dem Bild Y des
Punktes Y auf x gef#llte Lot 1x durch Y',

Beweis: Der FuBSpunkt L von 1_ ist wegen
AQXY ¥ AQXY, auch der FulBpunkt des von Y auf x

3
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gef#llten Lotes, Also liegt L in der auf x senk-
rechten Ebene 7’ durch Y, Y . Dae Lot von Y auf £ ist
senkrecht zu allen Geraden in € , slso auch zu x,
folglich verl#uft es in M . Sein FulBpunkt Y' liegt da-
her in der Schnittgeraden 1 von M, mit £, WeZeboWeo

(3) Analog gilt: Klappt man A QZY um die Gerade z
durch Q, Z in die Ebene & , so geht das von dem
Bild Y, des Punktes Y auf z gef#llte Lot lz
durch Y',

(4) Angenommen nun, im Gegensatz zur Behauptung wire

Iz + Jzox S IXQL.

Wir klappen AQXY um x in ¢ so, daf Y, mit 2
auf derselben Seite von x liegt. Ferner klappen
wir AQZY um z in £ so, daB Y, und X auf ver-
schiedenen Seiten von z 1iegen. Aus der Annahme
folgte dann 11Y'GZ + I = : JXAY, also lhgen
X, Z, Yz, Y in dieser Reihenfolge auf einem
Halbkreisbogen von k, wobel X 4 2, Z 4 Y, gilt,
Jjedoch Yz = Yx sein kann,

(5) Die Lote 1, und 1, schneiden sich nicht im Innern
von k.

Beweis: Es seil S, der Strahl aus Y senkrecht zu x

hin, s, der %trahl aus Y, senkrecht zu z hin, u der

Strahl aus Yz senkrecht zu x hin, t derjenige k be-

rithrende Strahl aus Y 29 der mit X auf derselben Sei-

te der Trigergeraden von u liegt. Dann verlHuft 8,

in das Innere des von u, t gebildeten Winkelraumes

hineiln und hat daher mit s keinen Punkt aufler even-

tuell Yz = Yx gemeinsam,

Die Aussagen (1), (2), (3), (5) bilden einen Wider-

spruch, der die Annahme (4) widerlegt.
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Abb, L 11/12;3
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XI., Olympiade Junger Mathematiker der DIR
4, Stufe (DDR-Olympiade)
L¥sungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 2, Tag -

11/12/1V/4) L¥sung:

2 Punkte

3 Punkte

a)

b)

Aus der in der Aufgabe genannten Gleichung folgt
(x2 + 1NNz +y - x3) = 0, wegen x2 4+ 1 A0
also xz +y -x" =0,

Somit konnen hichstens Tripel (x, x3-xz, z) mit
beliebigen reellen Zahlen x, z die genannte
Gleichung erfiillen, Eine Probe zeigt, daB jedes
solche Tripel dies auch tut,

Angenommen, (x, y, z) sei ein Tripel der inf(a)
genannten Art, das zusHtzlich die in (b) auf-
gefiilhrten Bedingungen erfiillt,

Wire in diesem Tripel x = 0, so folgte aus (a)
auch y = 0, und (x, y, z) wdre keine Losung der
Aufgabe (b).

W¥re z = 0, so folgte y = x~ und daraus, daB

x und y gleichzeitig positiv bzw, negativ bzw. 0
wdren, (x, y, z) wHre also keine Lgsung der Auf-
gabe (b).

Falls es mithin ein unter (b) gesuchtes Tripel
gibt, muB8 y = 0 und somit x # 0 sein, so da8

aus y = X~ - X2 weiter z = x2 > 0 und damit

x £ 0 folgt.

Somit k¥nnen h8ehstens Tripel (x, 0, x°) mit nega-
tiven xﬁéie in'(a) und (b) geforderten Eigenschaf-

3

- ten haben,

‘ Eine Probe zeigt, daB jedes solohe Tripel diese

BEigenséhaften besitzt,

insgesamt 5 Punkte

11/12/1IV/5) L¥sung:

7 Punkte

30 05 14-1

Die Ermittlung aller dreistelligen natiirlichen Zah-

len x, die der angegebenen Bedingung genligen sollen,
ist gleichbedeutend mit der Lsung der diophantischen

Gleichunig (1) ¥2 = 1000x + x + 1, wobei

(588)



L 11/1231I1 S
(3) 100 <x <999 und folglich (4) 316 < y < 1000

ist., Die Gleichung (1) ist Hquivalent mit der Glei-
chung y° = 1 = 1001 x bzw. mit der Gleichung

(2) (y=1):(y+1) = 1001 x. BEs gilt daher: 1001 ist
ein Teiler von (y-1)+:(y+1). Wegen 1001 = 7 « 11 « 13
und wegen der Bedingung (4) muB y einer der folgen~
den Bedingungen genfigen:

(5) y =11 + 132 L1, 4. n, y = 1432 £ 1, wovei
2 a< 7 iste.

(B)y= 7 «13%1,d nh.y= 910 %1, wobei
3< b < M ist,

(7) y = 7 « 11¢ i 1’ dt e y = 770 i 1’ wobei
4 < o< 13 ist.

Diese Fglle sind nun nacheinahder zu untersuchen:

Fall (5):
Setzt man anstelle von y im Gleichung (2) den Term
143a * 1, so erh&lt man:

143043 £ 2) = 1001 x,

bzw, 133a° £ 20 = 7x,
bzwe 140&2 + 3&2 £ o= 7,
bzw. 14082 +a(3a £ 2) = 7x.

Hieraus folgh: 7]a(3a ¥ 2). Da 2<a< 7 ist, brauchen
im weiteren nur noch die Zahlen y = 143 ¢ 3=1 = 428
und y = 143 « 4 + 1 = 573 untersucht zu werden,
Wegen 428° 183184, 573° = 328329, sind 183 und
328 zwel der gesuchten Zahlen,
Fall (6):
Setzt man anstelle von y in Gleichung (2) den Term
91p I 1, so erhdilt man: S ‘
91b (91 ¥ 2) = 1001x,

bew. 9102 £ 2p = 11z,

baw, 8812 + b(3b¥2) = 11z,

Hieraus folgt: 11lb(3b pa 2), Da 3<b<11 ist, braucht
im weiteren nur noch die Zahl
¥y =91 ¢ 8 ~ 1 = 727 untersucht zu werden,
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Wegen 7272 = 528529 ist auch 528 eine der gesuchten
Zahlen,

Fall (7):
Setzt man anstelle von.y in Gleichung (2) den Term
770 1, so erhi#lt mang

77¢ (77¢ £ 2) = 1001x,
bzw. 7702 20 - 13,
bzw, 65c°2 +0(12eX2) = - 13x,

Hieraus folgt: 13|c-(12c £2). Da 4 e <13 ist,
braucht im weiteren nur noch die Zahl
y=77 11 = 1 = 846 untersucht zu werden.
Wegen 8462 = 715716 ist auch 715 eine der gesuchten
Zahlen, Weitere solcher Zahlen kann es nicht geben ;
alle gesuchten Zahlen sind also:

183, 328, 528, 715.

11/12/1V/6.1) Lisung:

8 Punkte

Beweis (indirekt): Angenommen, es 14gen nicht alle
Py (=2 Tl 0009 gk 5;8), auf derselben Geraden.

Dann bezeichne Pi einen von Pi und P, verschiede-

nen der Punkte Pk’ der auf der Geraden 8y durch P1
und Pj liegt. Ein solcher Punkt Pi existiert nach

Voraussetzung f£Ur alle i,j = 1,,,., n (n = 8),

Nun kann o,B.d.A, angenommen werden:

P12 - P3; PA liege nicht auf der Geraden 845
(durch P, und P2); Pyy = Pgi Py, = B Py, = Poe
Es liegt also keiner der Punkte PS’ P6, P7 auf 8450
Daraus folgt, daf die obige Annahme h¥chstens flr
n 2 7 gelten kann,

légen nun P,, Pes P7 nioht auf derselben Geraden,

so whre P, A P, und folglich (wegen n = 8)

Pyg = Pgs (denn Pig = P, oder = P, ist nicht mig-
lich, weil P6 nicht auf 840 liegt, P16 = P4 oder = P
ist ebenfalls nicht m8glich, weil sonst 81y = 8oy
whre), Aus demselben Grunde whre Pyp = By, 4. h, P
und P7 légen auf 848 und mithin doch auf ein und

3

5
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derselben Geraden durch P,.
Also liegen P,, Pg, P7 auf dgrselben Geraden, und
es ist o.B.d.A. Py = P7.

Entsprechend folgt (1) P25 = P7 und P35 = Pge

Nun kann weiter die Bezeichnung der Punkte so gewldhlt
werden, daf P, auf der Strecke P1P3 und P5 auf der
Strecke P1Pu liegen, Mithin liegt P6 als Schnitt-
punkt von nga mit P3P5 auf P2Pa und weiter P7 als
Schnittpunkt von 816 mit 83y auf PBPA‘ Daher schnei-
den sich die Strecken P5P7 und PQPA in einem inneren
Punkt,und es kann P2 als Endpunkt von PEPa nicht auf
der Geraden gg, liegen, d. h. es wire P g A P, im

Widerspruch zu (1).

Damit ist der geforderte Beweis erbracht.

Anmerkung: Im Gegensatz zur folgenden L8sung wurden
bei dem oben angefiihrten Beweis die Begriffe "Lénge"
bzw, "Abstand" nicht verwendet.

Anderer L¥sungsweg

Angenommen, es existieren in der Menge %1 der genann-
ten n Punkte drei Punkte A, B und C, die nicht auf
einer und derselben Geraden liegen, Fiur jedes geord-
nete Tripel (A, B, C) aus drei solchen Punkten

aus ¥ bezeichne a (A, B, C) den Abstand von A zu
der Geraden g durch B und C, Da es nur endlich viele
solche Tripel gibt, gibt es unter diesen eines mit
kleinstem a (4, B, C),

Auf g liegt nach Voraussetzung ein von B und C ver-
schiedener Punkt D aus W ., Beli geeigneter Bezeich-
nung liegt B zwischen C und D, so daB von den Drei-
ecken A ABD, A ABC eines, etwa A ABC, bei B stumpf-
oder rechtwinklig ist. Dann ist XC >3BC, also, da
sich die L#ngen der DreieckshBhen umgekehrt wie
die LHngen der zugeh¥rigen Seiten verhalten,

a(B, A, C) <a(a, B, C), im Widerspruch zur Aus-
wahl des Tripels (4, B, C).
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11/12/1IV/6,2

8 Punkte

Abb, L 11/12;6.1

»

Bemerkung:
Wie der obenstehende LYsungsweg zeigt, ist die zu

beweisende Behauptung sogar fir jede natlirliche
Zahl n gliltig, Die GUltigkeit dieser so verallge-
meinerten Aussage wurde bereits 1893 von James
Joseph Sylvester vermutet . Ein noch verh#ltnis-
méBig kompiizierter Beweis wurde erst 1933 durch
T, Gallai gegeben, Man spricht daher auch vom
Sylvester-Gallai~Theorem, Erst spHdter gelang auch
ein elementarer Beweis von der oben angegebenen
Art,

Ltﬁsung:

Zur Abklirzung sei D(x) = £(x) - g(x) und

B(x) = lD(x)l gesetzt, Da £, g und folglich auch
D, B gerade Funktionen sind, geniigt es, das Inter-
vall 0 Sx S 2 zu untersuchen, In diesem Intervall
ist D(x) = ax? - x,

Die Funktion D hat, zun#Hehst im Intervall x 5 0
betrachtet, folgende Eigenschaften, die man entwe-
der aus der Zerlegung £
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D(x) = x(ax - 1) sowie der Ableitung D'(x) = 2ax-1
oder aber aus der geometrischen Deutung von

D(x) =a (x = 5%)2 - ﬂ% (Parabel y = x2, mit dem
Faktor a gedehnt oder gestaucht und dann so ver-
sohohen% daB der Scheitel die Koordinaten

?% = s hat) ablesen kann:

Pr x = 0 ist D(x) = 0.
Fur 0<x< 2 18t Dx) <o,
P x = 3 st D(x) = O,
Fur x >% ist D(x) >o0.

Im Intervall 0 S x € 5% ist D(x) streng monoton
fallend,

Im Intervall x 3’5% ist D(x) streng monoton stei=-
gend,

Daraus ergeben sich fir die Funktion B, auch zu-
n#chst im Intervall x & 0 betrachtet, folgende
Eigenschaften

Im Intervall 0 = x & 5% ist B(x) = - D(x) streng

monoton steigend.
Im Intervall 5% Sx s % ist B(x) = - D(x) streng
monoton fallend.

Im Intervall x a 1 st B(x) = D(x) streng monoton

a
steigend.
Hieraus folgt weiter:

(1) Ist 2 & 5& , so ist B(2) der gr8Bte Funktions-
wert von B im Intervall 0 § x & 2
(Abb, L 11/1236,2.1.)
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Abb, L 11/12;36.2.1 /
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(2) Ist 5& 2038 %, so ist

B(—é—) der gréSte Funk-
tionswert von B im In-
tervall 0 S x S 2
(Abb, AL 11/425642.2,)

y=8(x)

X
~ ./
Nae”

y=D(x)
Abbe LN/ 12565252,

LY IR

(B3 Tet2 o %, S0 %st die grdBere
der Zahlen BC?E)’ B(2) der y
gréfte Funktionswert von B
im Intervall 0 £ x S 2, y=B8ix)
(Abb. L-11/1236.2.3.)
' i
20
Abb. L 11/12;6.2.3 y'D}:x)".".
Im Falle 2 S % ist nun B(2) = = D(2) = -4a + 2,
im Palle 2 2 % aber B(2) = D(2) = 4a - 2,

ferner ist

in jedem Falle B(

1 1 1
5;) = - D(ﬁg) = pie

7
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Im Falle 2 2 gilt daher je eine der Beziehungen

a
(4)  B(zm) = B(2)

genau dann, wenn (auBer 2 2 ;) die entsprechende
unter den Beziehungen

%5 § ha = 2
oder, der Reihe nach hiermit #dquivalent,
> _2 a 1
03a" - R [
03 @-70+VD)(-40-72))

 gilt, Beachtet man nun noch, daB wegen Y2 >1
7+ > ]
und  a - %(1-75) >0

ist, so ergibt sich aus (1), (2), (3) und der Un-
tersuchung von (4) insgesamt:

(1') Ist a £ %, so hat der "Abstand" von f und g
den Wert - 4a + 2,

(2v) Ist % Sas %, so hat der "Abst?nd" von £
und g den Wert Tae
(3;) Ist ; Sa s % (1 + V2), so ist B(%) z B(2),
also hat der "Abstand" von f
und g den Wert E% N

v

% (1 + 12), so ist B(§%) s B(2),
also hat der "Abstand" von f
und g den Wert 4a - 2,

(3&) Ist a

Damit ist der Abstand von £ und g als Funktion A
der Varlablen a im Intervall a > 0 dargestellt,
und diese Funktion hat folgende Eigenschaften:

Im Intervall 0 > a = % ist A(a) = -4a + 2 streng
monoton fallend,

1 il

E‘(1 + 12) ist A(a) = Eg

streng monoton fallend,

WA

Im Intervall % Sa
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Im Intervall a & %-(1 + ¥2) ist A(a) = 4a - 2 3
streng monoton steigend. ‘

(Abb, L 11/1236.2.4,) Daher gibt es einen und nur

einen Wert a, fiir den der Abstand zwischen £ und g
mdglichst klein ist, n#mlich den Wert

a = %-(1 1= .V—),

Abb. L 11/12;6.2.4

A




