XI. Olympiade Junger Mathematiker der DIR

2, Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 8

Achtungé Alle Aussagen sind stets zu beweisen, Dies bedeutet

8/1%/1)

8/11/2)

insbesondere, daB die in einer I&sung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind, Der Issungsweg
(einschlieBlioch Nebenrechnungen, Konstruktionen, Hilfs-
linien) muB deutlich erkennbar sein. Die GedankengHnge
und Schliisse sind in logisch und grammatisch einwand-
freien SHtzen darzulegen,

Beweise den folgenden Satz:

Wenn p eine Primzahl grifer als 3 ist, dann ist genau

eine der Zahlen p - 1, p + 1 durch 6 teilbar.

Es sei AB eine Strecke gegebener IHnge a, auf der zwel
Punkte C und D liegen. Dabei liege C zwischen A und D
und D zwischen C und B, Uber AC, AD und DB seien auf
derselben Seite der Geraden durch A und B Halbkreise
geschlagen, und #ber CB sei ein Halbkreis auf der an-
deren Seite der Geraden geschlagen.

Es ist die Summe s der Id¥ngen aller dieser Halbkreis-
b8gen in AbhHngigkeit von a zu ermitteln,
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 8/II/3) Beweise, daB fir jedes Dreieck A ABC der folgende
Satz gilt: i ;

Ist S der von C verschiedene'Schnittpunkt der Winkel-
halbierenden durch ¢ mit dem Umkreis des Dreiecks
/\ ABC, dann liegt S auf der Mittelsenkrechten von AB.

8/1I/4) In einer Ebene € seien zwei vonéinander verschiedene
Punkte P und Q sowie eine durch Q gehende Gerade g be-
liebig gegeben, - : :

a) Beweise, daB dann stets der Spilegelpunkt P' von P
bezilglich g auf dem Kreis um Q mit dem Radius BQ
liegt!

b) Beweise, daf es_umgekehrf zu jedem Punkf,P' des
Kreises um Q mit dem Radius TJ eine durch Q ver-
laufende Gerade g gibt, bezliglich der P' der Spie-~
gelpunkt von P istl

¢) Beweise: Ist P¥ ein Punkt, der nicht auf dem
Kreis um Q mit dem Radius FQ 1iegt, so gibt es
keine durch Q verlaufende Gerade, bezﬂgllch der
P* der Spiegelpunkt von P wHrel



L8 XI, Olympiade Junger Mathematiker der DIR
2. Stufe (Xreisolympiade)
Lgsungen und Punktbewertung
Olympladeklasse 8
, Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den ILdsungen fir die
1. Stufe gelten auch fir die 2. Stufe.

8/1I1/1) Ldsung: , 9 Punkte
Jede Primzahl p > 3 ist eine ungerade Zahl,
folglich milssen sowohl p -%1 als auch p + 1
gerade, also durch 2 teilbar sein,

Wegen p > 3 ist p auch nicht durch 3 teilbar
und 188t daher bei Division durch 3 genau
einen der Reste 1, 2,

Im ersten Fall ist von den beiden Zahlen p ~ 1,
P + 1 genau die erste, im zweiten Fall genau
die zweite durch 3 teilbar, Deshalb und weil
beide Zahlen p - 1 und p + 1 gerade sind, ist
wegen der Tellerfremdheit von 2 und 3 genan
eine der Zahlen p -~ 1 oder p + 1 durch

2 ¢ 3 = 6 teilbar, '

8/11/2) Lbsung: 11 Punkte

Abb, L 832
Die IHnge des Halbkreisbogens fiber AC betrHgt
" v
AC'?-.
Die I&nge. des Halﬁkreisbogens fiber AD betrégt
.
m ?c
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L8
Die Iinge des Halbkreisbogens fiber DB betrigt
. I '
TUB' 5- .
Die I#nge des Halbkreisbogens Uiber CB betrdgt
.—.ﬁ‘
CB E’.
Daher betrigt die gesuchte Summe

s =(E + X0 + T8 + TB) - %
= 2 e E . %‘ =l a T
8/11/3) Ldsung: 8 Punkte

Der Mittelpunkt des Umkreises sei M.
Nach dem Satz #ber Zentriwinkel und Peripherie-
winkel folgt: '

A AMS = X SMB und, da M Mittelpunkt des
Umkreises ist, AN = 5W = BN, Daher gilt:

AANS T A SMB  (sws), worals
A5 = 5B folgt.
Infolgedessen liegt S auf der Mittelsenkrech-
ten von AB. A

Abb. L 833
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8/11/4) Losung: 4 Punkte
a) Liegt P auf g, so auch P', und es gilt
(1) TF = QPT,

Liegt P micht auf g, so ist:P' # P, und
die Gerade durch P und P' steht senkrecht
auf g. Ist S ihr Schnittpun#t mit g, so
gilt ferner §P = SF'. Wenn nun S = Q ist,
so ist damit (1) gezeigt. Wenn aber S #£ Q
ist, s0 erh#lt man

A QSP ZE AQSP! (s4w,8)

und hieraus ebenfalls (1). Wit (1) ist be-
reits die Behauptung bewiesen,

b) Ist P' = P, so hat die Gerade g durch P, 4 Punkte
Q die behauptett Eigenschaft, Ist
P' # P ein Punkt des Kreises um Q mit
T, so gilt (1), und daher geht die Mittel-
senkrechte g von PP!' durch Q. Da P' der
Spiegelpunkt von P bezliglich g ist, ist
somit die Behauptung bewiesen.

¢) GHbe es entgegen der Behauptung doch eine 4 Punkte
Gerade g mit den genannten Eigenschaften,
so 1ldge nach a) der Spiegelpunkt P* wvon
P bezfliglich g auf dem Kreis um Q mit FQ.
Das steht im Widerspruch zur Behauptung.

Es gibt fUr die genannten Punkte P¥ mit-
hin keine durch Q verlaufende Gerade, be-
ziiglich der P¥ der Spiegelpunkt von P

wire,

insgesanmt T2 Punkte
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