X. Olympiade Junger Mathematiker der' DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 8

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen., Dies bedeubtet ins-

besondere, daf die in einer Lisung unbewiesen verwende-
ten Sachverhalte anzugeben sind. Der L¥sungsweg (ein-
schlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen, Hilfs-
linien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedankenginge
und Schliisse sind in logisch und grammatisch einwand-
freien S#tzen darzulegen.

8/11/1) In die neun Felder A, B, C, D, E, F, G, H, K der neben-

stehenden Figur (Abb, A 8;1) sind die natiirlichen Zahlen
von 1 bis 9, jede genau in eines der Felder, so einzu-
tragen, da die Summen S1s 8o und s3 der in den Feldern
A, B, Cy, D bzw, D, E, P, G bzw. G, H, K, A stehenden
Zahlen einander gleich sind.

a) Welches ist der kleinste und welches ist der grioSte
Wert, den diese (einander gleichen } Summen unter
den genannten Bedingungen annehmen ktnnen?

b) Gib je eine MBglichkeit an, wie dieser kleinste bzw,
dieser groBte Wert erreicht werden kann!
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Abb, A 831
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8/11/2) In einem Dreieck A ABC sei B' der Mittelpunkt der Seite
AC und M der Mittelpunkt der Strecke BB'., Die Gerade
durch A und M schneidet BC in einem Punkt, der A' ge~
nannt sei.

Man beweise, daB

BC = 3 « BET gilt!

30 04 48-1 230°1000/70 (E)



A8 -3 -

8/11/3) Bei einem 216 kp schweren Stiick einer Kupfer-Zink-Legie-
rung wurde in Wasser ein Auftriebd (Gewichtsverlust) von
26 kp gemessen,
Bekannt ist, daB Kupfer beim Eintauchen in (destlllier-
tes) Wasser g seines urspriinglichen Gewichtes und Zink =

~Jj-=

seines urgpriinglichen Gewichtes verliert.

Ermittle den prozentualen Gewlichtsanteil des Kupfers und
den des Zinks in der angegebenen Legierung!

(Die zu ermittelnden GrioBen sind auf volle Prozent zu
runden).

8/I1/4) Konstruiere ein Dreieck AABC aus

¢ =5cm h, =4cm a-= 6 om!

Dabei sei a die Linge der Seite BC, ¢ die der Seite AB
und h, die der auf der Geraden durch A und B senkrechten
Héhe.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!

Stelle fest, ob sich aus den gegebenen Stiicken ein Drei-
eck eindeutig konstruieren 1&Bt.
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L 8 X, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Liosungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 2. Stufe

8/11/1) Liosung: 8 Punkte
Die in die Felder A, B, C, D, E, F, G, H, K
eingetragenen Zahlen seien
a, b, ¢, d, e, £, g, h, k genannt,

Dann gilt fiir
8y =a+b+c+d, s5p=d+e+T+g, (1)
83 =g + h+k+a

laut Aufgabenstellung sy = 8, = 8 (2)
und
a+b+c+d+e+f+g+h+k=45 (3).

Aus (1), (2) und (3) folgt
38y = 8y + 8y + 85 = 45 +a + & + g.

Daher ist 3s4 und folglich 84 dann am klein-
sten (bzw. am grtBten), wenn jeweils dasselbe
fir die Summe a + 4 + g gilt. Die kleinste
(bzw. gréBte)Summe, die aus drei verschiede-
nen der natiirlichen Zahlen 1, ..., 9 gebildet
werden kann, ist 1 + 2 + 3 = 6 (bzw.

7 +8 + 9 = 24), Daher kann der kleinste Wert
von sy nicht kleiner als (45 + 6) : 3 = 17
sein (bzw. der gréS8te nicht griBer als

(45 + 24) : 3 = 23). Wenn man nun noch je

eine der in der Aufgabenstellung beschriebenen
Eintragungen finden kann, bei denen 8y = 17
(bzw. 84 = 23) wird, so ist einerseits ge-
zeigt, daB diese beiden Werte schon selbst

der kleinste bzw. grtfte Wert von 8y sind,

und andererseits sind damit auch zwei Mdglich-
keiten derart gefunden, wie es in b) verlangt
war. Zwei solche Eintragungen sind z.B.:

30 04 48-1 230+1000/70 (E)



L 8 2

K £ K E
® 060 6 ® & © O
A 8 ¢ D A 8 ¢ o
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8/11/2) Losung: 10 Punkte

Laut Aufgabe gilt:

EBT = B'C und ¥B' = BH.

Die Parallele durch B' zu AA' ist fir das
Dreieck A AA'C eine Mittelparallele. Sie
schneidet BC in einem Punkt, der zwischen A'
und C liegt und A'' genannt sei. Dann gilt
nach einem der Strahlensidtze

BAT : EAT = W : WBY 1 ¢ 1 (1)
ATAW : A"C = AB' : B'C = 1 1 (2)

Aus (1) und (2) folgt

BA' = ATA" = E"C und daraus

BC = 3 BAT , W.Z.b.W.

Abb, L 8352
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8/11/3) Lusung: ' 10 Punkte
Das Gewicht des Kupferanteils in der Legie-
rung sei x kp. Dann betrigt das Gewicht des
Zinkanteils (216 - x) kp.
Beim Eintauchen in Wasser betrégt der Ge-
wichtsverlust des Kupferanteils % x kp und

der des Zinkanteils } (216 - x) kp. Daher
gilty:

& X + } + (216 - x) = 26, woraus man

Tx+ 9 (216 - x) = 63 « 26, also

2x =9 216 - 63 ¢« 26 =9 « 34 und daraus
x = 153 erhdlt,

Der Kupferanteil kann daher nur 153 kp, der

Zinkanteil nur 216 kp - 153 kp = 63 kp be-

tragen haben. Wegen 153 : 216 &~ 0,708 betrug

der prozentuale Anteil des Kupfers rund 71 %,

der des Zinks rund 29 %,

8/11/4) Losung: 12 Punkte
(I) Angenommen, A ABC sei ein Dreieck, das
den Bedingungen der Aufgabe entspricht
(Abb. L 834).
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Abb. L 834
Der FuSpunkt der auf der Geraden durch
A und B senkrechten Hthe sei D, Dann ent-
h#lt das Teildreieck A CDB, sofern es
nicht mit D = B entartet ist, als be-
kannte Stiicke a, hc und den rechten Win-
kel <C CDB. Punkt A liegt erstens auf der
Geraden durch B und D und zweitensauf dem
Kreis um B mit c.
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(II) Daraus folgt, daB ein Dreieck nur dann
den Bedingungen der Aufgabe entspricht,
wenn es durch folgende Konstruktion erhal-
ten werden kann:

(1) Wir konstruieren das Teildreieck
A CDB aus BC = a, CD = h, und dem
rechten Winkel <K CDB. Der Entartungs-
fall D = B tritt nicht auf, da fir
die gegebenen Werte hc<< a gilt.

(2) Wir zeichnen die Gerade durch D
und B,

(3) Wir schlagen den Kreis um B mit c.
Schneidet er die Gerade durch D
und B, so sei A einer der Schnitt-
punkte.

(III) Beweis, daB jedes so erhaltene Drei-
eck A\ ABC den Bedingungen der Aufgabe
entspricht: Nach Konstruktion ist
BC =a, AB=c¢, CD = h, und CD die
auf der Geraden durch A und B senk-
rechte Hohe.

(IV) Wegen h,< a ist der Konstruktions-
schritt (1) nach dem Kriterium ssw
eindeutig mBglich, da der gegebene
rechte Winkel der griBeren Seite gegen-
tiberliegt. (Wie sich (1) [und (2)] fiir
hc = a gestalten wiirde, braucht bei
den gegebenen Werten nicht untersucht
zu werden.) Konstruktionsabschnitt (2)
ist stets eindeutig mdglich, da sich
wegen h,< a bei (1) D £ B ergeben
hette. SchlieBlich ergibt (3) stets
zwei verschiedene Punkte A, und A2.

Da nun der wegen h, << a spitze Winkel
< DBC in dem einen der beiden Drei-
ecke AABC, AABC als Innenwinkel,
in dem anderen als AuBenwinkel bei B
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auftritt, so ist das eine dieser Drei-
ecke bei B spitzwinklig, das andere bei

B stumpfwinklig; folglich sind diese bei-
den Dreiecke nicht kongruent (bei glei-
cher Reihenfolge A4B, C bzw. A2,B,C
homologer Punkte)’ G

c

A, b ’ 8 AZ

Abb, T 834a

Somit besitzt die Aufgabe genau diese bei-
den Dreiecke als Losung.

% Da nach dem AuBenwinkelsatz der Winkel <KDBC gro-
Ber ist als jeder der beiden spitzen Winkel des
bei B sbumpfwinkligen unter den Dreiecken /\A,BC,
A\ A,BC, so sind diese beiden Dreiecke auch nichb
kongruent bei anderer Reihenfolge homologer Punkte.

Jedoch ist dieser Nachweis im Sinne der Aufgaben-
stellung nicht erforderlich.



