A 931 IX, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 9 - 1. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.
Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Losung
unbewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind.

Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.
Die Gedankengdnge und Schliisse sind in logisch und
grammatisch einwandfreien S&dtzen darzulegen.

931. Es sei ABCDEFGH ein regelmdBiges Achteck. Man denke sich
alle Dreiecke gebildet, deren Ecken je drei der Punkte A,
B, ¢, D, E, F, G, H sind. Jemand will nun einige dieser
Dreiecke aufschreiben, und zwar so, daB keine zwei der auf-
geschriebenen Dreiecke einander kongruent sind.
Ermitteln Sie die groBtmdgliche Anzahl von Dreiecken, die
er unter dieser Bedingung aufschreiben kann'!

93;2. Konstruieren Sie ein Dreieck A\ ABC aus s, = 9,6 cm,
Sy = 12,6 cm und 8, = 11,1 cm!
Dabei sind S,y Sy und s, die Langen der drei Seitenhalbie-
renden des Dreiecks.
Beschreiben und diskutieren Sie die Konstruktion!

933. Fiir eine bestimmte Arbeit benttigt A eine genau m mal so
lange Zeit wie B und C zusammen; B bendtigt genau n mal so
lange wie C und A zusammen und C genau p mal so lange wie
A und B zusammen,

Berechnen Sie p in Abhdngigkeit von m und n !
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A9 TT IX, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 9 - 2, Tag -~

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.
Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer LUsung
unbewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind.

Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.
Die Gedankengidnge und Schliisse sind in logisch und
grammatisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

93;4. Beweisen Sie: Wenn zwel ganze Zahlen a und b die Bedingung
erfiillen, daB die Zahl 11 a + 2 b durch 19 teilbar ist,
dann ist auch die Zahl 18 a + 5 b durch 19 teilbar.

93;5. Die Fliache des DreiecksZS.ABC werde durch eine Parallele
zur Seite AB in zwel inhaltsgleiche Teilfl&dchen zerlegt.
Ermitteln Sie das Verhdltnis, in dem die zur Seite AB geh0-
rende Hohe des Dreiecks durch die Parallele geteilt wird!

936. BEs sei f(x) die fiir alle reellen x definierte Funktion

RE)= LZ_%_ll_Z . Ferner sei x_ eine beliebig gegebene

von O verschiedene reelle Zahl.,

Wie iiblich seien die Funktionswerte der Funktion f(x) an
den Stellen x  + 1 und Xt 2 mit f(xo + 1) bzw. mit

f(xo + 2) bezeichnet.
(x0 FoNEEp (xo + 1)

X
(o]

Beweisen Sie, daB dann f(x0 + 2) =

gilt!

30 04 07-1



L 9;1I IX, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir aie
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe

93;1. LOsung: 6 Punkte
Jedes Dreieck, dessen Ecken drei der Punkte A, B, C,
D, E, F, G, H sind, ist kongruent zu (mindestens) einem
der Dreiecke, unter deren Ecken der Punkt A auftritt.
Die letztgenannten Dreiecke sind genau die folgenden:

A ABC, AABD, AABE, AABF, AABG, A ABH,
Ancp, Ance, A acr, A ace, Aack,
AADE, A ADF, A apG, /\ADH,
A\ AEF, A\ ARG, /) AEH,
A arc, A AFi,
A\ acH,
Zwischen diesen Dreiecken bestehen genau die folgenden
Kongruenzbeziehungen:
(1) A asc = AasH =2\ acH,
(2) A 8D = AnBe =Aacd = Aack =A are = A\ars,
(3) A asE =AaBF =AAE = apH =\ AEF = A\ AzH,
(4) A AcE = ace =2\ AzG,
(5) ADacr =Aaor =\ anc.
Das in der Aufgabenstellung genannte Aufschreiben von
Dreiecken ist daher nur so mdglich, daB aus jeder der
Zeilen (1) bis (5) hochstens ein Dreieck aufgeschrie-
ben wird. Die groBtmdgliche Anzahl aufgeschriebener
Dreiecke wird erreicht, wenn aus jeder dieser Zeilen
genau ein Dreieck aufgeschrieben wird.
Demnach betrdgt diese grﬁB{m6gliche Anzahl 5.

9;3;2. Losung: T Punkte
I. Angenommen, A\ ABC sei ein Dreieck, das den Bedin-
gungen der Aufgabe entspricht. Es seien D. E, F
die Mittelpunkte der Seiten BC, AC bzw. AB. Dann
schneiden sich die drei Seitenhalbierenden AD,
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II.

BE, CF in einem Punkt S, und es gilt

== 2 = _1 A

AS = ) SE = 3z Sy, sowie SF = w s

Ferner sei G der Mittelpunkt von AS; dann gilt
o]

E—gsa

und AG : AS = AF : AB, also

nach der Umkehrung des

einen Strahlensatzes

GF|| sB,

ebenso auch

AG : AS = AE : AC, also

analog

GE||sc.

Daher ist GFSE ein Paral-
lelogramm und folglich

= _1
EE A Abb. L 9;2

Hieraus ergibt sich, daB ein Dreieck ZS ABC nur
dann den Bedingungen der Aufgabe entspricht,
wenn es durch folgende Konstruktion erhalten
werden kann:

Man zeichne eine Strecke GS der Linge % 8g°
Schneiden sich nun der Kreis um G mit dem Radius

% Sy, und der Kreis um S mit dem Radius % S,» SO

sei F einer ihrer Schnittpunkte. Sodann verlingere
man

die Strecke SG iiber G hinaus um ihre eigene Linge

bis zum Punkt A,

die Strecke GS {iber S hinaus um ihre eigene Lange

bis zum Punkt D,

die Strecke FS iiber S hinaus um das Doppelte ihrer
eigenen L&nge bis zum Punkt C.

Schneiden sich schlieBlich die Verlidngerungen der

Strecken CD und AF iber D bzw. F hinaus, so sei B

ihr Schnittpunkt.
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III. Beweis, daB jedes so konstruierte Dreieck den Bedin-
gungen der Aufgabe entspricht:
Nach Konstruktion wird
E:Bf}'g:sa,ﬁ=3§?=sc

sowie 5D : A =SF : SC = 1 : 2, also DF ||AC und
DF : AC = 1 : 2. Hieraus folgt y
BF : BA = 1.%.2und BD : BC,="1": 2, also ist

CF Seitenhalbierende im /\ ABC und

AD Seitenhalbierende im AABC.
Der Schnittpunkt von AC mit der Verlangerung von
BS iiber S hinaus werde mit E bezeichnet.
Dann ist BE Seitenhalbierende im ABC,
und fiir sie gilt BS = %— BE. Andererseits gilt
(nach Konstruktion und da F schon als Mittelpunkt
von AB nachgewiesen ist)
7C : A5 = AF : AB =1 : 2, also
FG || BS wnd ¥G : BS = 1 : 2, und hieraus schlieB-
lich erhdlt man
%’B’E:T%E:Q’F‘E:%sb, also BE = Spe

IV. Da die drei gegebenen Léngen S, Spr S die Un-
gleichungen
(%) B, *+ 8y D> 8oy 8, B, D> 8y 8y + sc> S,
erfiillen und folglich die entsprechenden Unglei-
2401 1 1 i
chungen auch fiir B BLew Spr 3 S, gelten, so ist

die in II. angegebene Konstruktion von AGFS bis
auf Kongruenz eindeutig durchfiihrbar. Die Punkte
A, C, D sind dann ebenfalls eindeutig konstruier-
bar.

Ist schlieBlich H der Mittelpunkt von SC, so

gilt GF || HD, also

X DCF < ¢ DHF = JGFC < JJAFC, und daraus folgt,
daB die Verlangerungen der Strecken CD iiber D und

AF iiber T hinaus einander schneiden, so daB auch
B eindeutig bestimmt ist.

Fiir andere gegebene Werte von Sgs Sps Sg ist eben-
so die Konstruktion genau dann durchfiithrbar (und
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zwar bis auf Kongruenz eindeutig), wenn diese
Werte die drei Ungleichungen (%) erfiillen.

93;3. Losung: T Punkte
Angenommen, p sei eine Zahl, durch die bei gegebenem
m und n die Bedingungen der Aufgabe erfiillt sind.
Nach Aufgabenstellung sind m, n und p positiv.

In einer Zeiteinheit verrichte A die Arbeitsmenge
_x, B die Arbeitsmenge y, C die Arbeitsmenge z. Dabei
sind auch x, y und z positiv anzunehmen.
Dann verrichtet A in m Zeiteinheiten einerseits die
Arbeitsmenge mx, andererseits nach Aufgabenstellung
die Arbeitsmenge y + z. Daher gilt
(1) mx =y 26
Ebenso erhdlt man
(@) snyd=ix &z
(3, pai=ohiis
Aus (1), (2), (3) folgt, indem man zwei der GroBen
X, ¥, 2 eliminiert - wobei sich herausstellt, daB
die dritte eliminiert wird -, die Gleichung
(4 (mn, = 1) phi=hmi+ miis 2
Hierzu zwei Beispiele fiir mdgliche Eliminationswege:
1.:Weg: Aus (2) folgt x = ny - z; dies in (1) und (3)
eingesetzt, ergibt
(5) (mn - 1) y =(m + 1) 2 und
(64 Cp! i ke S (AN T,
Nach Multiplikation von (5) und (6) und an-
schlieBender Division durch yz (dies ist lt.
Aufgabenstellung ungleich 0) ergibt sich
(mn - 1) (p + 1) =(m + 1) (n + 1) und dar-
aus (4).

Multiplikation von (1) mit (n + 1) ergibt
mx + MX = ny + Nz + y + 2,

Multiplikation von (2) mit (m + 1) ergibt
mny + ny = mx + mz + X + 2,

Multiplikation von (3) mit (mn - 1) ergibt
mnpz - pzZ = MNX + MOy - X - Y.

2. We
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Nach Addition der drei erhaltenen Gleichun-
gen und Division durch z (# 0) folgt (4).

Aus (4) folgt wegenm> 0, n> 0, p> 0, daB mn - 1 > 0
ist. Daher kann die gesuchte Abhdngigkeit nur

(7) p=2tBt2

lauten.

Umgekehrt kann von (1), (2), (7) auf (1), (2), (3)
geschlossen werden, und daher erfiillt (7) in der Tat
alle Bedingungen der Aufgabe.

Ein Beispiel fiir eine mdgliche Durchfiihrung des Schlus-
ses von (1), (2), (7) auf (1), (2),(3):

Aus (7) folgt mn - 1 # 0 sowie (4) und daraus
(mn - 1) pz = (nz + z) + (mz + 2)

Unter Verwendung der mit (n + 1) multiplizierten
Gleichung (1) und der mit (m + 1) multiplizierten
Gleichung (2) folgt weiter
(mn - 1) pz = (mnx + mx - ny - y) + (mny + ny - mx - x)
= (mn - 1) (x +y),
also schlieBlich (3).



L 9;II IX, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 - 2, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen flir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

9;4. Losung: 6 Punkte
Es gibt mehrere Moglichkeiten fiir Losungswege. Gruppen
solcher Moglichkeiten entsprechen den Eliminations-
verfahren bei linearen Gleichungssystemen. Als Bei-
spiel flir ein Vorgehen, das dem Einsetzungsverfahren
entspricht, diene der

1. Losungsweg:

Ist 11a + 2 b durch 19 teilbar, so ist 2b = 19k - 11a
mit einer ganzen Zahl k, also

(1) 2 » (18a + 5b) = 36a + 5 ¢ (19k - 11a) = 19:(5k - a).
Daher ist einerseits 5k - a gerade, d. ho 5k - a =2 n

mit einer ganzen Zahl n, andererseits folgt dann aus
(1) weiter 18a + 5b = 19n, w.z.b.w.

Eine andere Gruppe von Mdglichkeiten besteht darin,
durch Bildung ganzzahliger Vielfacher von einem der
beiden Summanden 11a, 2b bis auf ein Vielfaches von
/19 den entsprechenden Summanden 18a bzw. 5b der ande-
ren Summe zu erreichen. Soll z. B. m * 2b (m ganz)
die Form (19p + 5)b (p ganz) erhalten, so muf

19p + 5 gerade, also p ungerade gewdhlt werden. Man
bildet dann m+ (11a + 2b) und stellt fest, daB sich
dieser Ausdruck von 18a + 5b nur um ein Vielfaches
von 19 unterscheidet. Als Beispiel flir diese Gruppe
von Moglichkeiten wdhlen wir p = 1 und erhalten mit
m = 12 den

2. LOosungsweg:
Ist 11a + 2h durch 19 teilbar, so auch
12 « (11a + 2b) = 19 +».(6a + b) = 18a + 5b, WeZ.beWo
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Losung:

Es bezeichne h1 die L&nge der Hohe des Teildreiecks,
das die Parallele vom gesamten Dreieck abschneidet,
und zwar die zu dieser Parallelen senkrechte Hohe.
Die Lange des anderen Abschnitts auf der zur Seite

AB gehorenden Hohe sei h2 genannt .

Dann sind (h1 + h2) und h1 die L&angen entsprechender
Seiten in zwei Zhnlichen Dreiecken vom Flachenver -~

hiltnis 2 : 1. Daher gilt (h1 + h2)2 : =
h, +h
also —lﬁ———g = 4 , woraus sich durch Subtrahieren
q
von 1 das gesuchte Verh#ltnis
e ) e
R
ergibt.
Losung:

Aus den Voraussetzungen folgt

(xo +12) vf(x0 Tt 1) g (xo DOy xo(xo + 1)

X, Ry 2

1 2
i ; i KAl £(x +2),

WeZoboWs

7 Punkte

7 Punkte



