IX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 9

Achtungi Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden,
Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer L¥sung un~
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnung, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengénge und Schliisse sind in logisch und gramma~
tisch einwandfreien S#tzen darzulegen.

9;1) Bei einem Klassenfest stellen die Schiiler ihrem Mathematik-
lehrer die felgende Aufgabes
Die Schiiler teilen ihrem Lehrer mit, daB sie sich insgeheim
g6 in drei Gruppen aufgeteilt haben, daB8 jeder Schiiler der
Klasse genau einer Gruppe angeh®drt. Die Schiller der ersten
Gruppe nennen sich die "Wahren", weil sie jede Frage wahr-
heitsgemdB beantworten. Die Schiiler der zweiten Gruppe nen-
nen sich die "Unwahren", weil sie jede Frage falsch beant~
worten. Die Schiiler der dritten Gruppe schlieBlich nennen
gich die "Unbestindigen", weil jeder von ihnen Serien aufein=-
anderfolgender Fragen alternierend (abwechselnd) wahr und
falsch beantwortet; dabei ist aber ungewiB, ob er jeweils
die erste Frage einer Serie wahr oder falsch beantwortet,
Jeder Schiiler antwortet auf eine gestellte Frage nur mit
ja oder nur mit nein; Fragen, die andere Antworten erfordern,
werden nicht zugelassen. Der Lehrer soll nun von einem be-
liebigen Schiller der Klasse durch Fragen, die er an diesen
Schiiler richtet und die sich nur auf die Zugehtrigkeit zu
einer der genannten Gruppen beziehen, feststellen, ob der
Schiiler ein "Wahrer", ein "Unwahrer" oder ein "Unbest&ndi~
ger" ist.

a) Welches ist die kleinste Anzshl von Fragen, die dazu aus-

reicht?
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b) Geben Sie eine M8glichkeit an, die Zugehbrigkeit eines
Schiilers mit dieser kleinsten Anzahl von Fragen zu er-
mitteln!

Gegeben sei ein Wirfel mit der Kantenlénge a, und dem Volu~
men V4 sowie ein reguléires Tetraeder mit der Kantenléinge a,
und dem Volumen Voo Fiir die Kantenléngengelte

84 8t ay = 1.6 {5

Berechnen Sie das Verh#&ltnis V1 H V2 !

Jemand hat sieben K#rtchen mit jeweils einer der Ziffern

s Hgrsig 4, 5, 6 und 7.

Men zeige, daB sich unter allen denjenigen siebenstelligen
Zahlen, die unter Verwendung jeweils genau dieser sieben
K&rtchen gelegt werden k®nnen (wobei ein z. B, durch Um-
drehen bewirktes "Verwandeln" der 6 in eine 9 verboten ist),
keine zwei befinden, deren eine ein ganzzshliges Vielfaches
der anderen ist!

Es 1ist zu beweisens

Verbindet man in einem Parallelogramm ABCD den Eckpunkt C
mit den Mittelpunkten der Seiten AB und AD, so teilen die~
gse Verbindungssirecken die Diagonale BD in drei gleich
lange Teilstrecken.
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IX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2, Stufe (Kreisolympiade)

Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9

Achtungs Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fiir die
1. Stufe gelten auch filir die 2, Stufe,

9;1) Lésungs 9 Punkte

Eine Frage reicht nicht aus, da der Lehrer wegen der Auf-
teilung der Schiller in drei Gruppen und wegen des Vorhanden-
seins nur zweier Antwortmglichkeiten (ja, nein) auf jede .
beliebige (nach den Regeln zul#ssige) Frage von AngehSrigen
mindestens zweier Gruppen die gleiche Antwort erhalten wiir-
de. ("Schubfachprinzip"). Mit der Angabe des folgenden Bei~
spiels zeigen wir gleichzeitig, daB zwel Fragen ausreichen,
Der Lehrer kaenn z. B. die Fragen "Bist du ein "Unbesténdi~
ger"?" stellen; denn dann erhilt er von einem "Wahren" die
Antworten nein, nein, von einem "Unwahren" die Aniworten
ja, ja und von einem "Unbestindigen" die Antworten je, nein
oder nein, ja. Damit ist aber eine Identifizierung mdglich.

9;2) Losung: | 8 Punkte
Es ist Vy = a13.
Ferner betrdgt die Hohe einer Seitenfléche des Teiraeders

h = % az'{;: die Hohe des Tetraeders h'= {azz - (%h)zu %ag{a

der Flécheninhalt einer Seitenfl8che des Tetraeders

F = % azh - % a22{5; also das Volumen des Petraeders

¥)
1 R o AT
Vo= 3 F . b'moggafe.
Nun ist laut Aufgabesstellung ay = ai{—-.
Daraus folgt Vo = % 813 = % V4
Das gesuchte Verh#linis ist also V4 3 V, = 5096

*) Kann evtl, der Zahlentafel entnommen werden.
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9;3) Lisungs 12 Punkte

Angenommen, es gibe zwei solche Zahlen a und b (mit b.<a)
und es seil a : b = n (n natiirlich).
Dann gilt n > 1 sowie 1234567 = a,b = 7654321, also

e ¥6§i§21 <T.

Deshalb kann n nur eine der Zahlen 2,3,4,5 oder 6 sein.
Angenommen, es sei n = 3 oder n = 6,

Dann ergibt sich folgender Widerspruchs Einerseits ist

a = 3b oder a = 6b, also a durch 3 teilbar. Andererseits
hat a die Quersumme 28, kann also nicht durch 3 teilbar seix
Angenommen, es sei n = 2,

Da in b die Ziffer 4 vorkommt, mii3te bei der Multiplikation
der entsprechenden Stelle mit 2 in a eine 8 oder (falls der
bei Multiplikation einer der Ziffern 1, ¢ve, 7 mit 2 und
eventuellem Hinzufiigen eines vorangegangenen Ubertrags
groBtmogliche Ubertrag 1 hinzukommt) eine 9 entstehen, im
Widerspruch dazu, daB diese Ziffern in a nicht vorkommen.
Angenommen, es sei n = 5.

Der bei Multiplikation einer der Ziffern 1, oo, 7 mit 5
und eventuellem Hinzufiigen eines frilheren Ubertrags gréft-~
mbgliche Ubertrag ist dann 3. Da die Vielfachen von 5 auf 0
oder 5 enden, kann in a keine 4 auftreten, im Widerspruch
dazu, daB a die Ziffer 4 enth&lt.

Angenommen, es sei n = 4,

Da in b eine 7 enthalten ist, miiBte wegen 7 ¢« 4 = 28 in a
entweder eine 8, 9 oder O enthalten sein; denn der gr@Bi~
mogliche Ubertrag aus den iibrigen Stellen betrdgt 2. Da in
a keine dieser Ziffern auftritt, liegt auch in diesem Falle
ein Widerspruch vor. Da in allen mdglichen F&llen ein Wider-~
spruch auftrat, kenn es Zahlen mit der angegebenen Bedingung
nicht geben.
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9;4) Losung: 11 Punkte

Es seien: E der Mittelpunkt der Seite AD,
F der Mittelpunkt der Seite AB,
G der Schnittpunkt der Strecken EC und BD und
H der Schnittpunkt der Strecken FC und BD.

Ferner gelte: HB = a, HG = b, BD = ¢, und BD = d.

Nach dem Haupt&hnlichkeitssatz folgt:
O FBH~ACHD (Ubereinstimmung in Scheitelwinkeln und
Wechselwinkeln an geschnittenen Parallelen).

Wegen FB 1 OC = 1 ¢ 2 muB gelten a s (b+c) = 1 ¢ 2
Hieraus und aus a + (b+c) = d folgt a = % .

Nach dem Hauptéhnlichkeitssatz folgts
A EGD~ACGB (wie oben). :
Wegen ED ¢+ BC = 1 3 2 muB gelten ¢ ¢ (a+b) = 1 3 2,

also ¢ = % .

Daraus folgt b = d = a = ¢ = % .

Also gilt a = b = ¢, was zu beweisen war,

Abb. L 9;4



