I IX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 8 - 1. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. 2zu begriinden.

851

833.

Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Losung
unbewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind.
Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.
Die Gedankengdnge und Schliisse sind in logisch und
grammatisch einwandfreien Sdtzen darzulegen.

Die Altersangaben (in vollen Lebensjahren ausgedriickt)
einer Familie - Vater, Mutter und ihre zwei leiblichen Kin-
der - haben folgende Eigenschaften: Das Produkt aller vier
Lebensalter betrdgt 44950; der Vater ist 2 Jahre dlter als
die Mutter. Wie alt sind die vier Familienmitglieder?

Uber den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks A\ ABC seien
ghnliche Vielecke Va’ Vb’ Vc konstruiert, und zwar so, daf
die Dreiecksseiten BC, AC, AB jeweils einander entsprechen-
de Seiten von Va’ Vb bzw, Vc sind.

Beweise: Der Flacheninhalt des Vielecks iiber der Hypothenu-
se ist gleich der Summe der Fladcheninhalte der beiden Viel-
ecke iiber den Katheten.

Beweise die Richtigkeit der folgenden Teilbarkeitsregel:
Eine drei-~ oder mehrstellige natiirliche Zahl ist stets' dann
durch 8 teilbar, wenn die aus der Hunderterziffer und der
Zehnerziffer gebildete Zahl, vermehrt um die H&8lfte der An-
zahl der Einer, eine durch 4 teilbare ganze Zahl ist!
Beispiel: 37528 ist zu untersuchen

52 + 4= 56 ist durch 4 teilbar, also ist 37528

durch 8 teilbar.
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A 83II IX, Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 8 - 2. Tag =~

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. 2zu begriinden.

Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer LOsung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengdnge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien Sdtzen darzulegen.

d34. Es seien K1, K2, K3’ K4 vier konzentrische Kreise filir deren
Radien Tyy Tpy T3 und Ty
Ty =Tz =Tz =Ty =Ty =Ty =T, gilt,

Ermittle das Verh&dltnis des Flédcheninhalts von K1 zu den
Fldcheninhalten der drei von K1 und K2 bzw. K2 und K3 bzw.
K3 und K4 gebildeten Kreisringe!

835. Aus TT-prozentigem und 87-prozentigem Spiritus und nur dar-
aus soll durch Mischen genau 1000 g 80-prozentiger Spiritus
hergestellt werden.

Ermittle die dafiir genau benotigten Massen!
(Die Prozentangaben beziehen sich auf die Massen.)

8;6. Im ebenen Geldnde seien genau alle diejenigen Punkte zu-
génglich, die auf einem Rechteck ABCD einschlieBlich seines
Inneren gelegen sind. In dieser Rechtecksfladche fiihre ein
Kreisbogen von A nach B, dessen zugehoriger Mittelpunkt
nicht zugédnglich sei.

Auf dem Kreisbogen liege der Punkt P (mit P # A und P # B).
Konstruiere die Tangente in P an den Kreisbogen, ohne daf
bei Durchfiihrung der Konstruktion das Rechteck ABCD verlas-
sen wird!

30 04 07-1



s T IX, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die

1. Stufe gelten auch flir die 3. Stufe.

8;1. Losung:
Die Zerlegung von 44950 in Primfaktoren lautet

5 Punkte

44950 = 2 +5 +5 +29 ¢« 31, Daher gibt es genau die fol-

genden Moglichkeiten, 44950 in ein Produkt aus genau
4 natiirlichen Zahlen zu zerlegen:
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Da die Altersdifferenz der beiden Eltern 2 Jahre be-
triagt, konnen hochstens die Falle (1) und (4) Losung
sein, ;
Von ihnen ist der Fall (4) nicht real; denn nach ihm
miiBte die 29-jdhrige Mutter ein 25-jdhriges Kind ha-
ben. Somit verbleibt nur Moglichkeit (1); d. h. die
gesuchten Altersangaben kOnnen nur

Bilert 29 5111085
sein. Umgekehrt erfiillen diese Angaben auch tatsidch-
lich alle Bedingungen der Aufgabe.

832. Losung:
Wie iiblich sei BC = a, AC = b, AB = c gesetzt; AB
sei die Hypothenuse von A ABC. Die Flicheninhalte
von Va’ Vo Vc seien Fa’ Fb bzw. Fc genamnt .
Da nun BC und AB in den #hnlichen Vielecken V_, V

c
einander entsprechende Seiten sind, gilt
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1)) BisT:

2 2
Fa : Fc = a2 s ey \also
Y-y
Fa——g Fc.
c
Ebenso erh&lt man
e oS
b ;? c

Nach dem Satz des Pythagoras gilt

a2 + b2 = c2.
Fc
Durch Multiplikation mit —5 folgt hieraus
c
2 2
a b Wi
T Ee b Bl Wy
@ e
dw ho Fa + Fb = Fc ) W.ZQb.Wo
833. Losung: T Punkte

Sind a, b, ¢ die Einer~, Zehner- bzw. Hunderterziffer
einer natiirlichen Zahl n, so 188t  sich diese in der
Form n = 1000 4 + 100 ¢ + 10b + a ;

mit einer ganzen Zahl d darstellen. Vermehrt man

dann die aus der Hunderterziffer und der Zehnerziffer
gebildete Zahl um die H&dlfte der Anzahl der Einer,

so ergibt sich die Zahl m =10 c + b + % ae

Ist nun voraussetzungsgemdB m durch 4 teilbar, so ist
10 c + b + % a = 4 k mit einer ganzen Zahl k. Daraus
folgt

20c + 2 b + a = 8k,
also ist dann

n = 8k + 10004 + 80c + 8b

= 8(k + 1254 + 10c + b)

durch 8 teilbar, w.z.b.wo



i BEAET IX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3, Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8 - 2, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

834. Losungs: 5 Punkte

Aus den Gleichungen flir die Radien folgt

r, = 2 ry

1‘3=3r1

r, = 4 rq.
Der Flacheninhalt A1 des inneren Kreises K1 betrdgt:

£ 2
Ay = wry .

Der Fléacheninhalt A2 des ersten Kreisringess:
Ay = ¥[(2 r1)2-rﬂ =34 22,

Der Flécheninhalt A3 des zweiten Kreisringes:
2

2 2
a5 = ® iz 22 -2 1)) =507
Der Fldcheninhalt des dritten Kreisringes:

ao= W 2)% - 3 r?) = 722,

Daraus folgt:

. . . — 2 . 2 3 2 . 2
Ayt Ay z Ag e M_-ﬁr1 : 30 ry .51Tr1 .7ﬂr1,
Ay s A, s A3 : A4-= y R RS S O
Die vier Flicheninhalte verhalten sich zueinander wie

it s g5 WS

8;5. LOsung: 8 Punkte
Wenn es eine Losung der Aufgabe gibt, dann sei fiir
diese x die MaBzahl der Masse des TT7-prozentigen
Spiritus. Dann ist (1000-x) die MaBzahl der Masse des
87-prozentigen Spiritus, und es gilt:

155 *x + 15% (1000-x) = 123+ 1000, also

77T x + 87000-8T7 x

80 000, woraus man
T00 erhdlt.

/ X
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Folglich kommen als Losung der Aufgabe nur die Massen
700 g T7-prozentiger und 300 g 87-prozentiger Spiritus
in Frage. Diese Massen haben tatsidchlich die geforder-
te Eigenschaft; denmn 700 g von 77-prozentigem Spiritus
enthalten genau 539 g reinen Spiritus; 300 g von 87~
prozentigem Spiritus enthalten genau 261 g reinen Spi-
ritus. Das simnd zusammen 800 g reiner Spiritus.

Laut Definition bezeichnet man 1000 g einer Mischung,
die 800 g Spiritus und 200 g Wasscr enthdlt, als 80-
prozentisen Spiritus, der laut Aufgabe herzustellen war.

Losung: T Punkte

Es sei 0.B. d.A. AP S BP. Der Kreis um P mit dem Ra-
dius PA schneidet den gegebenen Kreis auBer in A in
E. Wegen AP S BP ist E zuganglich, ebenso ein Stiick
der Winkelhalbierenden w des Winkels <CAPE.
Behauptung: Die Senkrechte t durch P auf w ist die
gesuchte Tangente.

Beweis: Ist M der Mittelpunkt des gegebenen Kreises,
so ist A AMP £/A\EVMP (sss), also <CAPM £ <(EPNM;

daher liegt M auf w.

Die gesuchte Tangente steht somit senkrecht auf w;
sie fallt also mit der konstruierten Geraden t zusammen,

] c

Abb. L 836 |



