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IX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 8

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu bewelsen bzw. zu begriinden.
Dieg bedeutet insbegondere, daff die in einer Losung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind., Der
Losungsweg (einschlieflich Nebenrechnung, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muBf deutlich erkemmbar sein. Die
Gedankeng#inge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien SHtzen darzulegen.

8;1) Klaus und Horst spielen mit Wiirfeln. Sie benutzen bei jedem
Wurf genau zwei verschieden groBe Wiirfel und addieren jedes-
mal die beiden Augenzahlen.

Klaus meint, daB unter allen mdglichen verschiedenen Wiirfen
golche mit der Summe 7 am h¥ufigsten auftreten, Zwei Wirfe
heiBen dabei genau dann gleich, wenn die Augenzahlen gleich
grofer Wirfel jeweils iibereinstimmen.,

Begriinde die Richtigkeit dieser Meinung!

8:2) Auf einer Geraden seien die Punkte A, B, C, F, O, G, D, H,
B in dieser Reihenfolge go gelegen, daB gilt:

KB = 6 cm; AE = EF = FO = OG = GH = HE = 1 cm;
¥ = CF = GD = DH = 0,5 cm.

tiber den Strecken AB, EH und PG seien Halbkreise in die eine
Halbebene und iiber den Strecken A0, OB, EF und GH Halbkreise
in die andere Halbebene bezliglich der Geraden durch A und B
gezeichnet. Berechne den Inhalt der schraffierten Fléche
(Abb. A 8;2)!
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8;3) a) Wie oft insgesamt stehen im Verlaufe von 24 Stunden
(von 0.00 Uhr bis 24,00 Uhr) der Stunden- und der Minu~
tenzeiger einer Uhr senkrecht aufeinander?

b) Berechne insbesondere alle derartigen Zeitpunkte zwi~
schen 4,00 Uhr und 5.00 Uhr!

8;4) Beweise folgenden Satz: In jedem Dreieck /\ ABC teilt jede
Halbierende eines Innenwinkels dessen Gegenseite im Ver~
h&ltnis der beiden anderen Seiten.
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IX, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspeann zu den L¥sungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 2, Stufe.

8;1) Lisung: 8 Punkte

Ordnet man z. B. die mbBglichen Wiirfe und die zugehtrigen
Summen der Jjeweiligen beiden Augenzahlen in Form nachsie~
hender Tabelle an, so erkennt man, daf in der Tat die Sume
me 7 am h#ufigsten auftritt.

groBer Wirfel
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8;2) Ltsung: 10 Punkte

Der gesuchte FlHcheninhalt A ist gleich der Summe der In~
halte der Halbkreisflédchen iiber AB, FG,AC und OB vermindert
um die Summe der Inhalte der HelbkreisflHchen iber EH, EF
und GH,

Wegen B = 6 cm, FG = 2 cm, A0 = 0B = 3 cm, EH = 4 cm,

EF = TH = 1 cm gilt daher: .

A= E (36 +4+9+9 =16 ~1=1)cn® = 5T cm?

Der Inhalt der schraffierten FlHche betrigt 51Tom2, das sind

angendhert 15, T1 cm2.
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83;3) Lésung: 12 Punkte

1. LBsungsweg

(I) Im Zeitraum von je einem Ubereinanderstehen der beiden -
Zelger bis zum nichsten nimmt der Winkel zwischen den Zei~
gern (gemessen im Uhrzeigersinn vom Stundenzeiger bis zum
Minutenzeiger) alle Werte von 0° bis 360° an, jeden genau
einmal, Unter diesen Zeigerstellungen befinden sich genau
zwel der gesuchten, n#mlich die mit den Winkeln 90° und 2700.

(II) In der Zeit von O Uhr bis 12 Uhr fiihrt der Minutenzei~
ger genaun 12 volle Umdrehungen aus, der Situndenzelger genau
eine in gleicher Richtung. Daher wird dieser Zeitraum durch
die Zeitpunkte des Ubereinanderstehens der beiden Zeiger in
11 Teile geteilt (und zwar wegen der Gleichftrmigkeit der
Bewegungen in gleichlange).

(III) Aus (I) und (I1) folgt zundchsts Die Zeit von O Uhr
bis 24 thr wird durch die Zeiipunkte des Ubereinandersiehens
in 22 Peile geteilt, und in jedem dieser Teilzeliriume be~
finden sich genau 2 gesuchte Zeitpunkte, Deren Gesamizahl
betrédgt somit 44,

(IV) Aus (I), (II) und der @GleichfBrmigkeit der Bewegungen
folgt fermer: Der Zeitraum von O Uhr bis 12 Uhr wird durch
diejenigen Zeitpunkte, die den Winkeln0®, 90°, 180° 270°
entsprechen, in 44 gleichlange Teile geteilt., Diese Zeit~
punkte ergeben sich somit als die ersten 43 positiven genz~-
zahligen Vielfachen von %%h = T%h. Die Zeitpunkte mit den
Winkeln 90° und 270° sind dabei die ungeradzahligen unter
diesen Vielfachen., Von diesen liegen zwischen 4,00 Uhr und
5.00 Ubhr genau diejenigen n - T%h (n ungerade), bei denen n
die Ungleichu.ng.4 < n* T%<5 oder, gleichbedeutend hiermit,
% <n< 2;- erfiillt, d. s, die Zeitpunkte

15 + x#h = 4zth = 4b 57% min  und
17 » T%h = 4T¥h = 4h 381% min,



L8

2, ILisunggweg
(I) Um 4.00 Uhr ist der Winkel (gemessen im Uhrzeigersinn)

vom Minutenzeiger zum Stundenzeiger grifer als 909, aber
kleiner als 180° (also erst recht kleiner als 270°), und ven
da ab verringert er sich, Angenommen, um 4,00 Ubhr x Minuten
habe er sich (erstmalig) asuf 90° verringert. Dann hat der
Minutenzeiger eine Stellung x Teilstriche nach 0 eingenommen,
der Stundenzeiger (20 + T%) Peilstriche nach O, und da ein
rechter Winkel 15 Teilsirichen entspricht, ist die Annahme,
der Winkel betrage 900, gleichbedeuntend mit der Glelchung

x + 15 = 20 + =% . Diese ist Hquivelent mit X = '?‘or , Daher
ist einer der in b) gesuchten Zeitpunkte 4h 5T; min,

(II) Nach diesem Zeitpunkt verringert sich der Winkel weiter
bis O°, d. h. bis zum Ubereinanderstehen der Zeiger. (Auch
dies tritt noch in der Stunde zwischen 4,00 Uhr und 5,00 Uhr
ein, und zwar genau einmel; denn in ihr {iberstreicht der
Minutenzeiger zwischen 4h 20min und 4h 25min denselben Wine~
kelraum mit gleichformiger Geschwindigkeit wle der Stunden~
zeiger in der gesamften Stunde mit kleinerer gleichfdrmiger
Geschwindigkeit, )

{III) Von da ab vergrtBert sich der Winkel (gemessen im thr-
zelgerginn) vom Stundenzeiger zum Minutenzeiger. Angenommen,
um 4,00 Uhr y Minuten habe er sich (erstmalig) auf 90° ver~
groBert., Dann igt dies analog wie in (I) gleichbedeutend

mit ¥y - 15 = 20 + 7%, und dies mit y = 42, Daher ist ein
zwelter der in b) gesuchten Zeitpunkte 4h 38TT min,

(IV) Von diesem Zeitpunkt an vergrdBert sich der Winkel wei-
ter, bis er um 5.00 Uhr gréBer als 180° ist, wobei er aber
immer noch kleiner als 270° bleibt., Dasher sind die unter

(I) und (III) gefundenen Zeitpunkte die einzigen ILSsungen

zu b).

(V) Durch #hnliche Uberlegungen kann man nachweisen, daB es
in den Stunden zwischen 0,00 Uhr und 12,00 Uhr folgende An~
zahlen von Zeitpunkten mit rechiwinkliger Zeigerstellung
gibt (wobei eine genauere Berechnung dieser Zeitpunkte nicht
erforderlich isf):
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Zeitraum | 0~1]1~2]2=3 [3~4|4~5|5~6|6~T|7-8|8~9 |9-10]|10~11| 11=12
eine- ein~
schl, schl|

Anzahl d.

%eitpunk—

e mit

e aereh 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2

Zeiger=

gtellung

8:4)

3. _Weitere ISsungswege ergeben sich vor allem durch Kombi~
nation von Teilschritten des 1. und 2, L8sungsweges.

Lésungs 10 Punkte

Im DreieckAABC schneide die Halbierende des Innenwinkels
<CACB die Gegenseite AB im Punkt D.
(Weil eine Augsage ilber Streckenverh#ltnisse bewiesen werden
soll, ist es naheliegend, das Dreieck AABC mit der Winkel~
halbierenden CD zu einer Strahlensatzfigur zu ergﬁnzen:)1)
Man konstruiere die Parallele durch B zur Winkelhalbierenden
CD und verléngere AC iiber ¢ hinaus. Der Schnittpunkt, der in
Jedem Fall existiert (denn der Winkel LACD ist stets kleiner
als 900), sei E (vergl. Abb. L 8;4). Nach einem der Strah~-
lengitze gilt: DR ¢+ DB = CA : CE (1) .
AuBerdem ist <fACD S<(CEB (Stufenwinkel an geschn,)
und 4DCB =< CBE, und weil (Wechselwinkel} Parallele
<ACD S<DCB vorausgesetzi war,
folgt XCEB ®<CBE., Also ist das Dreieck ACEB gleich~
schenklig mit CE = TB.
Setzt man dies in (1) ein, so erh#lt man 3
DE : DPE = CA ¢ CB, W. Z. b. W.

1) Anmerkung:
Diese Hinfiihrung zum Beweis~

motiv igt nicht fiir einen
vollstdndigen Losungstext
erforderlich,

Ein anderer Bewelsweg be~
steht darin, E auf der Ver-
léngerung von AC iiber C hin~ 4 D
aus durch CE = CB zu definmie~ Abb. L 84
ren und dann EBI| CD zu beweisen,




