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L 9§I VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
- LYsungen und.Punktbewe:tung
Olympiadeklasse 9 -1, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fur die
1. Stufe gelten auch fiur die 3. Stufe

1. Es sel y eine natiirliche Zehl, fUr die 6 Punkte
25<y ¥ 50 gilt. Die Erglnzung dieser Zahl bis
50 ist
x =50 -y, und es gilt:

2 2 (50 - x)°
= 2500 - 100x + x°

= 100 (25 - x) + x°,
also wegen x = 50 - y

¥2 =100 (25 - 50 + y) + x°2

= 100 (y - 25) + x2.

Das heift: Zu dem Quadrat x° der‘Erganzung der
gewshlten Zahl y bis 50 ist das Hundertfache der
Differenz (y - 25) aus der gewdhlten Zahl und 25
zu addieren. Andererseits filhrt die von Marlieé
genannte Regel guf die Summe aus x2 und dem Pro-
dukt von (y - 25) mit derjénigen Zehnerpotenz, die
der Stellenzahl des Quadrates x2 entspricht. Daher
- ist diese Regel genau dann richtig, wenn das Qua-
drat xa eine zweistellige Zahl ergibt.
a) Pur 41 £ y € 46 18t dies der Fall, dagegen nicht
b) fur 26 S y € 40 wnd
¢) fur 47 S y $ s0. |
(Im Fell o) entsteht eine richtige Regel, wenn wman
in der durch Hintereinanderschreiben von (y - 25)
wmd x° gebildeten Zahl vor die letzte Stelle eine
 Ziffer 0 einschiebt, im Fall b), wenn man aus der
gebildeten Zahl durch Addition der dritt- und viert—
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letzten Stelle eine neue Zahl bildet, wobel even-
tuell auftretende Zehneriiberschreitungen wie iiblich
als Zehneriibertragung auf die vorangehende Stelle
welterwirken.)

2. I. Angenommen, es gibt ein Dreieck AABC, das 1 Punkt
den genannten Bedingungén entsprioht. '
Der Punkt D/liege ;
1) auf der Verliéngerung von CA iiber A hinaus,
2) ‘auf dem Xreis mit ¢ um A.
Dann ist ADBA gleichschenklig.
Hiernach und nach dem Satz iiber die AuBenwinkel
im Dreieck (angewandt auf Dreieck ADBA) gilt

¥BDA = FAWD - -5‘—

-II. Ein Dreieck A ABC entspricht daher nur dann 2 Punkte
den Bedingungen der Aufgabe, wenn es durch
folgende Konstruktion erhalten werden kann:
Man konstruiert ein Dreieck /\CDB aus GD = b + c,

B = aund CDB = ¥ . In Punkte B trégt man
an DB nach der Seite hin, auf der C liegt, den

Winkel %" an, dessen freier Schenkel die Seite
CD im Punkte A sohneide.

III. Das Dreieck AA.BC entspricht den Bedingungen. 2 Punkte
Beweis: Laut Konstruktion ist BC = : N

Ferner ist laut Konstruktion T ?5 -é—

also nach dem AuBenwinkelsatz {BAC . oL,
SchlieBlich folgt, daBZMADB gleichschenklig mit

AD = 7B ist und daB somit, da nach Konstruktion
CD ='b + ¢ gilt, auch die Summe EC + XB den vor-
gesohriebenen Wert AC+EB=AC+AD=CD=a+c hat.

i *34ABC bezeichnet die GrdSe des Winkels <CABC
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IV. Die Konstruktion ist nicht m8glich, wenn eine 3 Punkte
der Bedingungen

0°< o <180° umd b+c > a
' verletzt ist.
Seien nun beide Be-
dingungen erfiillt. Da
dann das Dreieck
N A\ CDB aus zwei Sei-
ten und dem Winkel,
der der kleineren ge-
geniiberliegt, konstru-
iert wird, enthilt man
entweder iiberhaupt kein
Dreieck oder genau ein
Dreieck oder genau zwei
verschiedene Dreiecke.
Die Bedingungen dafiir
kdnnen von den Schiilern
dieser Klasse in etwa
folgender Form angegeben werden: Man konstrulere
das,(bis auf Kongruenz eindeutig bestimmte) Drei-
eck ACDX mit TD = b + o, ¥ODX = ¥ , XCXD = 90°.

Dann ist die Konstruktion des gesuchten Dreiecks

A\ ABC

- nicht durchfithrbar, wenn

- a<TCX,

- bis auf Kongruenz - eindeutig durchfithrbar, wenn
a = CX

- bis 9u£ Kongruenz - genau zweideutig durchfiihrbar,
wenn

a>TX gilt.

zusammen 8 Punkte
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3. Angenommen, es gibt ein solches Zahlentripel.
Dann gilt:
(1) Durch Addition erh#lt man aus den vier

Gleichungen:
4 a = 8y + 8y + 53 + 8, = 10.
Damit ist
5
a=-2-

(2) Durch Subtraktion erhdlt man aus der ersten
und zweiten bzw. dritten und vierten Glei-
chung:

20 = 8y = 8,
und
2¢c= S5 = 8,
also

51-82'-'-53—5“-

Von den Gleichheitsaﬁssagen dieser Form, in denen

fir 84y Spy S35 8, bis auf die Reihenfolge genau

die Zahlen 1, 2, 3, 4 stehen, sind (abgesehen von

Seitenvertauschung) nur die folgenden wahr:
1 =-=2=3=14

1-3=2-4
2-1=14 -3
3-1=4-2

Daher kommen fiir 2 ¢ nur die Werte -1, -2, 1 und
in Frage, und ¢ kamn nur - %, -1, % und 1 sein.

(3) Aus der ersten und dritten bzw. zweiten und
vierten Gleichung folgt wie in (2)
2 b= Sy = 84
2b= Sy = 8y
und b kann ebenfalls nur die Werte - %, -1,

und 1 annehmen. \

o

1
2

7 Punkte
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Da a = 3 ist, konnen b und o nicht gleioh-

zeltig génze Zehlen sein; sonst widren die. lin-
ken Seiten der gegebenen Gleichungen nicht_
genzzahlig.

Ferner kSnnen b und c¢ niocht glelchzeitig je

‘einer der angegebenen Briiche sein; sonst .wire

die linke Seite einer der gegebenen Gleiohungen
die Summe g + % + % s also nicht ganzzahlig.

Durch Kombination der gefundenen Werte von b
und ¢ und unter Beriicksichtigung von (4) und
(5) ktnnen hdchstens die folgenden Zahlen-—
tripel Losung sein:

(g’ e %’ 1), (g’ %’ 1):'(%: -1, %>’ (g’ ) %)

(g, ‘-%: . 1)’ (gs %’ ‘1)1 (g: -1, '%)’ (g’ 1, - %)
Durch Einsetzen ilberzeugt man sich, daB sie tat-
s8chlich LYsungen sind.



L 9511 NELT . Oly;;piade Junger siathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 - 2. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L¥sungen fir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

4. In jedem gleichseitigen Dreieck fallen die Mit- 5 Punkte
telpunkte von Inkreis

(Sehnittpunkt der Win-
des Dreiecks 4\ ABC.
Nach (1) ist damit T =21,

C kelhalbierenden) und
Unkreis (Schnittpunkt
‘\ der Mittelsenkrechten)
‘D zusgmmen. Dieser Mit-
A‘bA Deshalb gilt (1)
Abb.L94 T = T, ist der Radius
des Umkreises, MD = T,
Fir die Inhalte F der Umkreisflaohe und F2 der
Inkreisfliche gilt dann
it 2
P, —1Yr1
2
und F, =Tfr2 k

telpunkt M ist zugleich
auch der Schwerpunkt
ist der Radius des In-
kreises.

Wegen T, = 2::-2 folgt daraus
Die Inhalte von In- und Umkreisfléche verhalten sich
beim gleichseitigen Dreieck wie 1 : 4.

30 03 76=1
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Die zu untersuchende Zahl ist 7 Punkte
t = n® (n4 -1) - (n4 -1)
@ -1 @ -1
(0+1)2(-1)2@%+1) 2 (@*+1)=((@+1) (n=1)) 2
. (n2+1)2(n4+1).
Da n ungerade ist, so sind die zu n benachbarten
Zahlen (n+1) und (n-1) beide gerade, und eine von
ihnen ist durch 4 teilbar.
Demnach ist (n+1)(n-1) durch 8 und das Quadrat

dieser Zahl durch 64 teilbar.

n2 und nLL sind als Potenzen einer ungeraden Zahl

ebenfalls ungerade, also ist

"

(n2 +1) durch 2,
(n2 + 1)2 durch 4 und
(@* + 1) durch 2 teilbar.
Damit ist t teilbar durch 28 - 22 . 2 = 29 = 512,

Der Abstand des Punktes P von D sei d. 7 Punkte
Es sei PQ das Lot von P auf die Ebene des

Rechtecks. Die Parallele durch Q zu Eﬁg

AB X
schneide die Gerade EADB in Evg,

die Gerade 883 in Egg . Es sei

PQ=h, X =x, Q0 =u, QVv = v, QW = w.

Dann erh#lt man nach jeweils zweimaliger An-
wendung des Lehrsatzes des Pythagoras folgende
Gleichungen:

32-v2+x

2

+ h
" = w2 + X
2

+ h
02 =u +W +h
2

d2 =u +V +h

[AS 2 - I LS R (b )
LAV \C I \C I (V)
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Daraus folgt (nach Addition)

az + c2 = u2 + v2 + w2 + x2 + 2h2
und

b2 + i = u2 + v2 + w2 + x2 + 2h2.
Somit gilt

82 + 02 = b2 + 62

und damit

S R R (also insbesondere a2 4+ 0% 2 bz).

Der Abstand des Punktes P von D betrdgt folglich

d = a2 -Db" + 02 5



