VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 9

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.
Dies bedeutet insbesondere, daf die in einer Ldsung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien Sdtzen darzulegen.

1. Gesucht werden fiinf aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen,
deren jede groBer als 2 ist und von denen die kleinste durch
2 und die n#chstfolgenden der Reihe nach durch 3, durch 4,
durch 5 und durch 6 teilbar sein sollen.

a) Nennen Sie ein Beispiel fir fiinf derartige Zahlen!
b) Wie kann man alle Losungen der Aufgabe erhalten?

2. Von einem Dreieck /\ ABC seien die Lingen zweler Seiten und dic
Lénge der Winkelhalbierenden des von diesen beiden Seiten ein-
geschlossenen Winkels bekannt.

Berechnen Sie die Linge derjenigen Sehne des Umkreises des
Dreiecks, die durch Verliéngerung der erwihnten Winkelhalbie-
renden entsteht!

3. Geben Sie alle Paare (x, y) natiirlicher Zahlen an, fir die

x3 — 33 = 999 ist
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4. Vier Personen A, B, C und D machen je drei Angaben iiber eine
gleiche Zahl x. Nach Vereinbarung soll bei jedem mindestens
eine Angabe wahr und mindestens eine Angabe falsch sein.

A sagt:
(1) Das Reziproke von x ist nicht kleiner als 1.
(2) x enthi#lt in der dekadischen Darstellung keine 6.
(3) Die 3. Potenz von x ist kleiner als 221.

B sagt:
(1) x ist eine gerade Zahl.
(2) x ist eine Primzahl. y
(3) x ist ein ganzzahliges Vielfaches von 5.

C sagt:
(1) x ist irrational.
(2) x ist kleiner als 6.
(3) x ist Quadrat einer natiirlichen Zahl.

™

D sagt:
(1) x ist grdBer als 20.
(2) x ist eine positive ganze Zahl, deren dekadische
Darstellung mindestens 3 Stellen enthdlt.
(3) x ist nicht kleiner als 10.

Ermitteln Sie x !
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VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)

Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L3sungen fiir die

1. Stufe gelten auch filr die 2. Stufe.

1. b) Angenommen, man hat finf Zahlen der gesuchten

Art. Dann hat die kleinste von ihnen, da sie
grofBer als 2 ist, die Form 2 + k mit einer ganzen
Zehl k 2 1. Die finf Zahlen lauten demnach 2 + k,
3+k, «coy 6 + k. Da sie in dieser Reihenfolge
durch 2, 3,..., 6 teilbar sind, so ergibt sich
der Reihe nach, daB k Vielfaches von 2, 3,..., 6,
also auch Vielfaches des kleinsten gemeinschaft-
lichen Vielfachen 60 von 2, 3,..., 6, sein muB.
Umgekehrt: PFir jedes positive Vielfache 60 n von
60 sind (1) 2 + 60n, 3 + 60n, ..., 6 + 60n funf
aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen gridfer als
2, die in dieser Reihenfolge durch 2, 3, ..., 6
teilbar sind. Man erhidlt alle Losungen dér Auf-
gabe in der Form (1) (mit ganzem n € 1). Insbeson-
dere fithrt n = 1 auf die LOsung
aNNb 26 B 66T

5 Punkte

3 Punkte

Zusammen

Es seien a, b die Lidngen der Seiten BC und AC des
Dreiecks AABC, w, die Lidnge der Winkelhalbierenden
CW und schlieBlici s-die gesuchte Linge der Sehne €8
(siehe Abb. L 9;2).

Nach dem Satz iiber Peripheriewinkel iiber demn gleibhen
Bogen (BC) gilt dann

3o - Uss *

Nach Definition der Winkelhalbierenden gilt weiter

+)

—=ACW =

DA . ¥ 2
CABC bezeichnet die GroBe des Winkels <4T ABC
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8 Punkte

8 Punkte
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Daraus folgt nach dem Haupt#hnlichkeitssatz

Auow ~ A\scB

und damit o '[ A
Ny *m=a ¢ b C
8 = _E—‘-—E—
b 1
3 a
o
xM
Abb.L9;2 A - % B
S
3. Angenommen, (x,y) ist ein solches Zahlenpaar, 12 Punkte

dann gilt: x3:> y3, also
x>yt also

x =y + d (4 natirliche Zahl). (€&D)
Ferner gilt:
y3 + 3y2d + 3yd2 + d3 - y3 = 999,
also
a (352 + 3ya + a2) = 999. 2)

Daraus folgt
a | 999.

Wegen i 999\ =idiiev 3fue 31 W N3 ¢ Li37 Y hat 999 auBexr it,: 3 tnd

9 als positive Teiler nur Zahlen 2 27. Wegen 273:> 999
und (2) scheiden die letzteren als Werte fir 4 aus, d.h.
es kann h8chstens @ = 1 oder d = 3 oder d = 9 sein.
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Es sel 4@ = 1. Dann folgt aus (2)

3y2 ML (1

y2'+ y - —2%§-= 0.

Die beiden L¥sungen dieser Gleichung sind keine
natiirlichenZghlen.

Es sei 4 = 3. Dann folgt aus (2)

32 + 9y + 9 = 333

y2 + 3y - 108 = 0,

also 3 1
Tosa ™ m 3£ 37 9% 432,

woraus sich wegen y > 0 also y = 9 und wegen (1) x = 12
ergibt.

Tatstohlich ist wegen 123 - 97 = 1728 — 729 = 999 hiermit
eine L¥sung, und zwar die einzige mit d'= 3, gefunden.

Es sei d = 9. Dann folgt aus (2)

3y2 + 27y + 81 = 111

y2 + 9y - 10 = 0,

also L9 1 o i
T o gd s Al

woraus sich y = 1 und wegen (1) x = 10 ergibt.
Tatsdchlich ist auch dies wegen 103 - 42 = 999 eine
L8sung, und zwar die einzige mit 4 = 9.
Die einzigen Zahlenpaare (x,y), die im Bereich der na-
tlirlichen Zahlen die gegebene Gleichung erfiillen, sind
also '

@10,14) und,. i(125119).
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4L, Wdre die Angabe D2 wahr, wilrde also gelten 12 Punkte
100 ¥ x, dann whren such D, und D, wahr. Das wire
ein Widerspruch zur Voraussetzung, daB D mindestens
eine falsche Angabe macht.
Also gilt (a) x < 100.
Wére Angabe D3 falsch, also x<<10, dann wiren auch
D1 und D2 falsch. Das widersprédche der Voraussetzung,
nach der D mindestens eine wahre Angabe zu machen hat.
Algo gilt (v) x £10.

Alle drei Angsben von B enthalten die Aussage, dal x
eine ganze Zahl ist. Da mindestens eine dieser Angaben
richtig sein muB, gilt
(¢) x ist eine ganze Zahl.
Wegen (b) ist C, falsch und wegen (e) ist ¢, falsch.
Also mufBl 03 richtig sein, und es folgt
(&) x ist Quadrat einer natiirlichen Zahl.
Wegen (b) ist A, falsch, und wegen (v) ist auch Aq
falsch. Also ist A, wahr, und es gilt
(e) die gesuchte Zahl enthilt in der deka-
dischen Darstellung keine 6.
Danach kommen nun noch h8chstens alle diejenigen Quadrat-
zahlen x mit 10 = x <<100 in Frage, in deren dekadischer
Darstellung keine 6 auftritt.
Das sind die Zahlen 25, 49 und 81 und nur diese.
Da damit B, und B, falsch sind, mull B3 richtig sein. Die
gesuchte Zahl kann also h8chstens die Zahl 25 sein.
Un umgekehrt zu zeigen, dafB 25 tatséchlich die gesuchte
Zahl ist, werden flr x = 25 die Wahrheitswerte der ein-
zelnen Angaben iberpriift. Man erhilt in der angegebenen
Reihenfolge:
bei A: FWF, bei B: FFW, bei C: FFW, bei D: WEFW.
Daher ist in jedem Falle mindestens eine wahre und eine
falsche Angabe vorhanden, wie zu zeigen war.

x. dgtidie Zahl 25,



