VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 8

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begrimnden.

1.

30

Dies bedeutet insbesondere, daf die in einer Lisung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkemnbar sein. Die
Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien SHtzen darzulegen.

a) Beweise folgende Aussage:
Wenn in einem Drachenviereck ABCD zwel gegeniiberliegende
Innenwinkel Je 90° groB3 sind, dann hat es sowohl einen In-
kreis als auch einen Umkreis.

b) Zeige, daB diese Kreise dann auch jeweils eindeutig be-
stimmt sind!

¢) Untersuche, unter welcher Bedingung die Mittelpunkte die-
ser beiden Kreise zusammenfallen!

Gegeben sel eine dreistellige Zahl, deren Einerziffer nicht 0
ist. Man vertausche ihre 1. und 3. Ziffer miteinander und
denke sich die Differenz zwischen der ursprilnglichen und der
50 entstandenen Zahl gebildet. Wie kenn man, ohne diese Diffe-
renz selbst ausrechnen zu milssen, alle diejenigen natiirlichen
Zahlen finden, die Teiler des Betrages dieser Differenz sind?

Beweise folgenden Satz:

Der Winkel zwischen einer Hthe und der zugehtrigen (d.h. vom
gleichen Eckpunkt ausgehenden) Winkelhalbierenden eines jeden
Dreiecks Z\ ABC ist halb so grol wie der Betrag der Differenz
der beiden anderen Imnenwinkel des Dreiecks.
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4. Fin mit konsgtanter Geschwindigkeit vy fahrender Lastkraft-
wagen wird 1 h 25 min nach Pahrtbeginn von einem ebenfalls
mit konstanter Geschwindigkeit Vs fahrenden Personenkraft-
wagen eingeholt, der 30 min spdter vom gleichen Ort abfuhr,
aber eine um 25 EE grifere Geschwindigkeit als der LKW
hatte.

a) Berechne v, und V!

b) Welche Linge s hat die von beiden Fshrzeugen bis zum
Uberholungspunkt durchfahrene Wegstrecke?



VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Xreisolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lisungen fiir die
1. Stufe gelten auch fir die 2. Stufe.

12 a) Jedes konvexe Drachen- 8 Punkte
c viereck besitzt einen
Inkreis.
Beweis: Hat ein Drachen~
viereck ABCD etwa die
Gerade AC als Symmetrie-
achse, so sind die Drei-
ecke AABC wnd A ACD
 kongruent (sss). Die Hal-
bierenden der Winkel beil
B und D schneiden sich
dgher guf AC. Ihr Schnitt-
punkt sel Mi' Da AC Hal-
bierende der Winkel bei A
Abb.18;1 A und C ist, ist M, Sohnitt-
punkt aller vier Winkel-
halbierenden des Vierecks ABCD, Dgher hat M, von allen
vier Seiten des Vierecks denselben Abstand. Wegen der
Konvexitdt von ABCD fallen auch die Fuflpunkte der von
Mi auf die Geraden durch A, B; durch B, C; durch C, D
bzw. D, A gefdllten Lote ins Innere der Strecken AB, BC,
CD bzw. DA. Dsher ist Mi Inkreismittelpunkt des Drachen-—
vierecks ABCD.
Fir ein Drachenviereck ABCD mit AC als Symmetrieachse
gind nun unter der zusidtzlichen Voraussetzung der Auf-
gabenstellung folgende zwei PFHlle nm¥glich:
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1.

2.

b)

Pall: ~ABC = FADC = 90°. O

In dlesem Fall hat das Drachenviereck
ABCD als Umkreis den Thaleskreis iiber
dem Durchmesser AC. Der Umkreismittel-
punkt Mu liegt auf AC und halbiert AC.

Fall: ~<<BAD = =xB0D = 90°.

In diesem Fall folgt aus

TFABC +  <ADC = 360° - (" EAD + XBCD) = 180°

und
=<FABC = JADC (dies wegen AABC T AADC),
daB

"LABC = L ADC = 90°

gilt, also zugleich auch der 1. Fall vorliegt.

Der Umkreis ist eindeutig bestimmt bereits dadurch, 2 Punkte
daB er durch drei der Punkte A, B, C, D geht, etwa

durch A, B, C (sein Mittelpunkt ist der Schnittpunkt

zweier Mittelsenkrechten des Drelecks AABC). Ent-

sprechend ist der Mittelpunkt des Inkreises (und damit
dieser selbst) eindeutig bestimmt als Schnittpunkt

etwa der Halbierenden der Innenwinkel bei A und B.
(Bemerkung: Dies gilt auch im Quadratfall, in wel-

chem nicht etwa dreli Vierecksseiten, gealigend verlin—

gert, ein Dreieck bilden).

My und M, fallen genau dann zusammen, wenn im Drei- 2 Punkte
eck A\ ABC die Winkelhalbierende des Winkels < ABC

und die Seitenhalbierende der Seite AC zusammenfsllen.

Das ist genau im gleichschenkligen Dreieck der Pall,

d.h. M; und i, fallen genau dann zusammen, wenn das
Drachenviereck ABCD ein Quadrat ist.

zusammen 12 Punkte

%) <Y ABC bezeichnet die Grdfe des Winkels <} ABC
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2.

8
Die Hunderter-, Zehner~ bzw. Einerziffer der ur- 10 Punkte
springlichen Zahl werde mit a, b bzw. c bezeichnet.
Denn ist diese Zahl z, als 100a + 10b + c und die #)Diese
zweite Zzhl %y als 100c + 10b + a darstellbar. Fir Aufzdh~
die Differenz 4 = Zy = Zg ergibt sich lung wird
d = 100a + 10b + ¢ — (100c + 10b + a) nicht ver-
d = 99a - 99¢ langt,
d= 99 - (a-c). f£alls (1),
Genau die folgenden natiirlichen Zahlen sind also (2) und
Teiler von d: (3) rich-
(1) Alle nattirlichen Teiler von 99, d.s. 1, 3, 9, tig an-
11, 33, 99, . gegeben
(2) alle natiirlichen Teiler von |a -ci, sind.

(3) alle Produkte aus je einer unter (1) genannten
mit je einer unter (2) genannten Zahl.

%) (Ausfuhrliche Aufzihlung:

Fir |a -~ o] kommen |wegen 0 a = 9; 0 ¢ = 9; a, ¢

ganzzshlig| nur die Werte 0,..., 8 in Frage; man

erhdlt:

Ja—c| natiirliche Teiler von d

O30 Wwm P wn s O

alle natiirlichen Zahlen

1,3,9,11,33,99

1,2,3, 6, 9,11,18, 22,33,66, 99,198

1,3,9,11,27,33,99,297

93, 4, 6, 9,11, 12,18,22, 33, 36,44, 66, 99,132,198,396
s5, 9,11,15,33, 45,55,99,165,495

+3, 6, 9,11,18, 22,27,33, 54, 66,99,198,297,59,

27y

3,

?
k)
: 9,11,21,33, 63,77,99,231,693

4, 6, 8, 9, 11,12,18, 22, 24,33, 36, 44, 66,72,88,99,

132,198,264,396,792 )

A_\_s_\_;
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3.

Eg sei o0.B.d.A. die Hhe CD und die Winkelhalbie- 9 Punkte
rende CE des Dreiecks A\ ABC betrachtet. Der Winkel

zwigchen beiden habe die GriSe § , die Dreiecks-

winkel m8gen die GrdSen o , ﬂ , y ‘haben. Ist 0’-:,5 3

o fallen CD und CE zusammen, also ist damn & = 0°

und die Behauptung dsher richtig. Sei mun & # £

etwa cL:>/€ . Dann liegt E zwischen D und B. Da E

auch zwischen A und B liegt, folgt < DEC & < AEc,

a.n. 90° - §=180° - (A +$), also & = o +¥ - %0°
=ol+ ¥2(180° ~¢ -/8) - 90° = Vz(oc-/l), W.Z.b.W.

c

Abb.L8;3

In der Zeit t1 = 85 min legt der LKW die gleiche
Strecke zurtick, fur die der PKW die Zeit t, = 55 min
brauchte.

Bezeichnet man die Geschwindigkelt des LKW mit

v, = x 5 , denn betréigt dle des PKW

v, = (x + 25) Eﬁ .

Wegen s= t1 & gl t2 s gilt dann:

X - gg = (x + 25) - %g i
Daraus erhdlt man
SRS D]

X = e

=452 .
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a) Die Geschwindigkeit des IEKW betrug 7 Punkte
5 5 km ‘
5 "h?
die des PKW 70 g E%
b) Wegen —2———22 . 83 _ 64 57 ~ 64,9 betrhgs die 2 Punkte
6 80 kel et s ;

durchgefshrene Wegstrécke s = 64 gg&mz 64,9 km.

Ungekehrt werden durch diese Werte in der Tat alle
Bedingungen der Aufgabe erfilllt: In 85 min durch—
fihrt der LKW mit seiner Geschwindigkeit 45 5 -ﬁ

die Strecke gg . 2%2 m = 2_%—?2-%685 km = 8}
dle Geschwindigkeit 70 2 5 des PKW ist um 25 km

grtBer als die des IXKW, und mit ihr durchfdhrt er
in (85~30)min = 55 min die Strecke

55 425 _ 5. 55 . 85
86 B W= T km

= B

zugsammen 9 Punkte



