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VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4, Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets'gu beweisen bzw. zu begriinden.
Dies bedeutet insbesondere, dafB die in einer Losung un—
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktio-
nen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Ge-
dankenginge und Schliisse sind in logisch und gfammatisoh
einwandfreien S#tzen darzulegen.

1. Man ermittle alle geordneten Quadrupel reeller Zahlen
(x1, Xy 13, xu), fiir die das folgende Gleichungssystem er—

£illt ist:
Xy + 8%y + X =
Xy + 8Xg + X =
Xq + 83X, + Xy =

X, + 8% + X =

(o gt S -

b

)
(2
(3
(4.

Dabei sind a und b reelle Zahlen (Fallunterscheidung!),

2. Welche von allen Ebenen, die eine und dieselbe Korperdiagonale
eines Wirfels mit der Kantenlénge a enthalten, schneiden aus
dem Wirfel eine Schnittfigur kleinsten Flicheninhaltes heraus?
Berechnen Sie den Flicheninhalt solch einer Schnittfigur!

3. Geben Sie alle Funktionen y = f (x) an, die jeweils in griBt-—
méglichem Definitionsbereich (innerhalb des Bereichs der re-
ellen Zahlen) der Gleichung

a0 2 Cx) w2 () = bx

geniigen, wobei b eine beliebige reelle Zahl, n eine beliebige
ungerade natiirliche Zahl und a eine reelle Zahl mit

la] #1 ist!
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VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4, Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 2. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.

4,

5e

6.

Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Losung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind, Der
Losungsweg (einschlieBlich Nebenreohnungee, Konstruk-—
tionen, Hilfslinien) muf deutlioh erkemnbar sein. Die
Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und gramma~
tisch einwandfreien SHtzen darzulegen.

Sechzehn im Dezimalsystem geschriebene natiirliche Zahlen
m8gen eine geometrische Folge bilden, von der die ersten fiinf
Glieder neunstellig, finf weitere Glieder zehnstellig, vier
Glieder elfstellig und zwei Glieder zwolfstellig sind.

Man heweise, daB es genau eine Folge mit diesen Eigenschaf-
ten gibt!

Es ist zu beweisen, daB fiir alle reellen Zahlen x des Inter-
valls 0 < x £ die Ungleiohung

sinx+%sin21+%sin3x>o
erfillt ist.

Es ist der folgende Satz zu beweisen:
Ein Dreieck ist genau dann gleichschenklig, wenn mindestens
zwel seiner Winkelhalbierenden gleichlang sind.
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VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12

- 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die

1. Stufe gelten auch fiir die 4. Stufe.

1. Angenommen, (x1, Xy Xg9 xa) sei eine Losung des
' gegebenen Gleichungssystems, dann folgt aus (1)
und (3) durch Subtraktion
X =%y t+a (x2 - xa) +X3-x =0

a <12 o) xa) = 0 (5).
Ferner folgt aus (2) und (4)
: a (x5 = x4) =0 (6).

1. Es sei a # 0. Dann erh#lt man aus (5) und (6)
X, = Xy und Xy = Xq,
ferner aus (1) und (2)
2 %) +axy; =b ' (G7)
2 X, +axy = b (8).
Daraus folgt
(4 - a2) Xy =b (2 ~a),
(2 - a) [(2 + a) x, - Q] = 0 (@RS

1¢1 Es sel a £ 0, a ¥ 2, a ¢ - 2,
Dann erh#lt man aus (9) X, = ?‘%"E

und aus (8) x2 = T &

ferner x3 = B =i
X, = b
i N ETTg

Daher kann héchstens das Quadrupel

2+a’2 +a'’?%a' %+ a

eine Losung des Gleichungssystems sein.t)
+j P .
Durch Einsetzen in die Gleichungen (1) (2)i,::(3)
(4) zeigt man, daB dies in der Tat der Fall isi.’
30 03 80-1
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1.2 BEs sei a = =2,
Dann hat im Falle b # 0 die Gleichung (9) und damit
das gegebene Gleichungssystem keine Losung.
Im Falle b = 0 folgt aus (7), (5) und (6)
Xy =Xy = Xy =X
Also kidnnen hochstens alle Quadrupel (t,t,t,t), wo-
bei t eine reelle Zahl ist, Losung sein. Durch Ein-
setzen in die Gleichungen (1), (2), (3), (4) iber-
zeugt man sich davon, daB dies der Fall ist.
1.3 Bs sei a = 2,
Dann folgt aus (7)
Xt Xy = %.

Also komnen hochsteys alle Quadrupel
(ty 3~ t,7%, 3 - 1),
wobei t eine reelle Zahl ist, Losung sein. Durch
J Einsetzen zeigt man, daB dies der Fall ist.
2, Es sei a = 0.
In diesem Falle erhilt man aus (1) und (2)
Xy + Xy = b,
Xp + X, = b.
Also konnen hochstens alle Quadrupel
(t1, toy D= ty, b~ t2),
wobei t,, t, beliebige reelle Zahlen sind, Losung
sein.
Durch Einsetzen zeigt man, daB dies der Fall ist.

2. Man betrachte beispielsweise das Ebenenbiischel, das 6 Punkte
die (s. Abb. L 11/12; 2) durch die Ecken D und F des
Wirfels gehende Gerade zur Achse hat. Da D der ge-
.meinsame Punkt von drei Wiirfelkanten - von AD, DC
und DH — und F der gemeinsame Punkt von drei weite-
ren Wirfelkanten - von BF, FG und EF - ist, kann je-
de der Ebenen des Ebenenbiischels nur solche Kanten
in je genau einem von D und F verschiedenen Punkt
schneiden, die weder den Punkt D noch F enthalten.
Derartige Schnittpunkte kénnen also in ein und
derselben Ebene gleichzeitig mit den zueinander
parallelliegenden Kanten EH und BC oder mit AE und
CG oder mit AB und HG und nur mit diesen entstehen.



Die Punkte D und F sowie

H 6 die Schnittpunkte der be-

: - trachteten Ebene mit den
5 F ¥ beiden anderen Wiirfelkan-
ten bilden die Ecken
eines Vierecks, dessen ge-
/,p 4] geniiberliegende Seiten
2 wegen der Parallelitdt ge—
A ] F geniiberliegender Wiirfel-—

% seiten ebenfalls parallel
sind. Die Schnittfiguren
sind demnach Parallelo-

A gramme,

» Man betrachte nunmehr al-

b Q%E 4 le Ebenen des genannten
Ebenenbiischels, die mit

X

Abbs D At/A25 72 den Kanten EH und BC ge-

meinsame Punkte haben.

Da die Diagonale DF jede der Schnittfiguren in zwei
kongruente Dreiecke zerlegt, wird der Fldcheninhalt
der Schnittfigur ein Minimum, wenn die Hohe des zuge-
horigen Dreiecks - also die Linge des von einem Punkt
der Kante EH auf DF gefdllten Lotes — ein Minimum wird.
Dieser Fall tritt ein, wenn X1 der Halbieringspunkt
von EH und X2 der Halbierungspunkt von BC ist. Es ist
nimlich X:ﬂrbzw. X;M die kiirzeste Entfernung zwischen
EH und DF bzw. zwischen BC und DF. Dies folgt daraus,
daB im vorliegenden Fall X,X, L ®H gilt und daB X4 X5,
die zweite Diagonale des Parallelogramms, auch auf der
ersten Diagonalen DF senkrecht steht; denn im vorlie-
genden Fall ist das Parallelogramm ein Rhombus, da
i:ﬁ = XTF = XEF = f;ﬁ = 2_;% ist. Die gesuchten Ebenen
sind also diejenigen drei Ebenen des Biischels durch

D, F, die durch die Mitten von EH und und BC oder von

AE und CG oder von AB und GH gehen. Wegen

IF = a {3 wnd WX, ={DX22-E52 =%{§' (was man aus

X1X2 = EB erhalten kann) ist der gesuchte Flidcheninhalt
2



3. Angenommen, y = £ (%) sei eine Funktion mit den ge- 7 Punkte
forderten Eigenschaften und D ihr groBtmdglicher
Definitionsbereich. Dann liegt mit jeder 'Zahl z aus
D auch = z in D; denn bestimmt man x so, daB xn = Z
wird, so existiert £ (z) = £ (x), also nach Aufga-
benstellung auch bx - 8.2(x2) = £ (-x®) = £ (- 2z).

Fir jedes x, fir das xn, also nach dem eben Gezeig-
ten auch ~x® = (-x)2 in D liegt, gilt nun auBer

8.2(x") + £ (- x®) = bx 1)
auch diejenige Gleichung, die man erh&lt, wenn man
(1) mit - x statt mit x anwendet, d.h.

Lb ' Ve BB DY o SIVERR CHL (2)
Aus (1) und (2) erh#lt man wegen |a| # 1

f(xn)’a+1bx
32_ 1

b
. T
Hieraus erhdlt man:
Liegt ein x = 0 in D, so gilt

2i(x) =P (g{;ﬁ n) = ;—%?1' IV;:;
liegt ein x £0 in D, so gilt

2 () =1 (- F-0" = 72 - Y.

Daher kommt als gesuchte Funktion héchstens
=2 2 x, fa11s x 2 0
L

-2 {75, falls x £ 0
Umgekehrt ist diese Funktion sogar fiir alle reellen
x definiert, und fir sie gilt (1); denn es ist

£ (x) = in Prage.

£ (™) = E—g-T x, also
if (—xn)n £ [(—X)n] = - E--.E—T X,

also

b D)

n n b
8.2(x) + 2(-x") =2 . s X - s x = =TT % = bx.
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VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4, Stufe (DDR-Olympiade)
Losungen und Punktbewertqu
Olympiadeklassen 11/12 7 - 2, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fir die
1. Stufe gelten auch fiir die 4. Stufe.

4, Bezeichnet man 16 derartige positive Zahlen mit 7 Punkte
243 25y ese 3y und den Quotienten der Folge mit g,
so haben die Folgenglieder die Form
84y 3y = 24y 35 = a1q2, see Byp = a1q15.
I. Ermittlung von g
Aus den Angaben iiber das stufenweise Anwachsen

der Stellenzahlen kann man zunichst wie folgt

auf den Wert von q schliefen.

a) a, und 8w By .'qLL haben dieselbe Stellen-
zahl, also ist q* < 10. Demnach sind alle
q 2 wegen q4 2 2% 216> 10 zu grof.

b) a,o ist zehnstellig, also
ajg = a3 . q94< 101Om wdhrend a5 zwolfstellig .

T 2o T s T

pliziert man die erste Ungleichung mit q5, S0
hat man a, » q " <10%% . o7 und damit folgen—
de Abschitzung:

gt S gt o gty

Daraus folgt: 10 < g°,

c) Aus den beiden Bedingungen zusammen ergibt sich
als (grobe) Abschitzung 1 < q< 2, also kann q
keine ganze Zahl, sondern muB eine (nicht-ganze)
rationale Zahl zwischen 1 und 2 sein.

DaB q keine irrationale Zahl sein kann, folgt
daraus, daB sonst a, = a, . q (und alle ande-
ren ai) keine ganze Zahl sein k&nnte.

ist, also 215 = a4q

d) Setzt man q = % (mit positiven ganzen, zueinan-
der teilerfremden Zahlen z und n), so muB wegen
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e)

3,

15
2,2z
1
846’ =im=yE der Nenner in a, aufgehen. Das ist

n
aber nur fir ay 2 n15 méglich.

Somit sind alle n 2 4 zu groB; denn man hat die

Abschitzung 415 = 230 = (219)3 2 10243 > 109, =0
das 413 (mindestens) zehnstellig ist, wihrend a,
neunstellig ist, also a1¢£ 415 < n15 gelten wiir—-
de, im Gegensatz zu der oben genannten Bedingung

a4 2> n15.
Somit bleiben fiir die Lsung der Aufgabe (falls
eine Losung existiert) fiir q nur die Werte g, %,

& : 5 _ 243
% iibrig. Nun ist aber (%)' = 35 £10 im Gegen—

satz zur Bedingung q° > 10 nach b), also q = %
zu klein.
Wegen % < % ist q = % erst recht zu klein.

Somit ist als mbglicher Wert fiir q nur noch

q = % iibrig geblieben.

Weiterhin ist also nachzupriifen, ob sich ein
Wert a, so finden 148%t, daB alle Daten der Auf-
gabe erfiillbar sind.

II. Bestimmung von ay

a)

b)

Nach I. d) muB ag =¢ . 315 (c positive ganze
Zahl) gelten.

Da 6 . 32 = 86 093 442 achtstellig ist, wihrend
a4 laut Aufgabenstellung neunstellig ist, muB

¢ = 7 sein,

Alle ¢ % 8 kommen nicht mehr in Frage, wie man
aus der Betrachtung von 240 entnehmen kann. Es
ist n8mlich

ajq im0 i8I0 WlatliBd B B L e e a5t non

und 8 . 1 423 828 125 ist eine elfstellige Zahl,
wihrend nach den vorgegebenen Bedingungen a40
zehnstellig ist. Alle Faktoren c, die groBer als
8 sind, scheiden dann natiirlich erst recht aus.

125,



¢) Allein unter Beriicksichtigung der bisher heran-.
gezogenen Bedingungen ist also nachgewiesen, daf
das Anfangsglied der Folge nur
ay = 7 « 3'7 = 100 442 349 und der Quotient der
Folge nur q = % lauten konnen..

III. Die Folge a,, a2,'..., 246

AbschlieBend bleibt nachzupriifen, ob diese beiden
Werte mit allen Bedingungen der Aufgabe vertridglich
sind. Das geschieht am einfachsten, indem die voll-
stindige Folge hingeschrieben wird. Man entnimmt dar-
aus, daB tatsichlich alle Stellenzahlen die verlang-
ten Werte besitzen. Damit ist bewiesen, daB die Auf-
gabe 16sbar ist und genau eine Losung besitzt.

a, = 100 442 349 ag = 5 980 078 125

a, = 167 403 915 840 = 9 966 796 875

ag = 279 006 525 ayq = 16 611 328 125

a, = 465 010 875 a4p = 27 685 546 875

a.5 = 27550485125 a4 = 46 142 578 125

ag = 1 291 696 875 a,, = 76 904 296 875

a, = 2 152 828 125 a5 = 128 173 828 125

ag = 3 588 046 875 a4 = 213 623 046 875.

5. Setzt man £ (x) = sin x + % sin 2x + % sin 3x, so 6 Punkte
gilt wegen
sin 2x = 2 s8in x cos x
und
8in 3x = gin 2x cos x '+ cos 2x sin x
=& sin x cos’x + sin x (2 cos% 24
= sin x (4 cos®x -1)

£ (x) = 8in x (1 + cos x + %—-‘cos2 X - %)

='%'sin x (4 cos® % + 3 cos x + 2)

4 2
= 5 sin x (4 cos® x + 2 . 2 cos x.. % + T% + 2 - T%)
= % sin x [(2 oS X + %)2 + %%g.



Nun ist fiir alle reellen x 3
2 23>
(2 cos x+%) +1-%=7|-%>0.
Ferner ist fir 0 < x< T
sin x > 0,
also £ (%) 2.0, WaZebsWs

6. I. Das Dreieck A ABC sei gleichschenklig, und, 7 Punkte
die Bezeichnung sei so gewshlt, daB AC = BC
iste.
Dann folgt aus der Kongruenz
der Dreiecke A ABD und A ABE
(wsw), daB AD = EB ist, daB
also die Winkelhalbierenden
gleichlang sind (vgl. die ne-
benstehende Figur).

II. Die gleichlangen Winkelhzlbierenden seien mit
AD und EB bezeichnet, es sei also
iD = EB = We
AuBerdem seien KB = ¢, X BAC = of und
X ABC =/6 ,+) und o0.B.d.A, werde oléﬁ

angenommen.
Dann erh#dlt man aus dem Sinussatz die Gleichun—
gen

o
g'= E:ﬁ—____— (1)

sin A
. L ’ .

sin (-2‘5 +ﬁ) 0 s1n?g+oé)

und hieraus

sin & sin (%—(’+ﬁ) = sin/3 sin Q§+a( Deia(23)
4

Bestimmt man w und & s Was eindeutig mdglich

ist, so, daf

L=W-d , B=w+d g, (3)

so ist )
0%Ww = “—;/A < 90° ung 0° £ cr=w - <90°,
: ' , ()

Ferner ist
o & B J
-§+ﬂ=gb\?+§und'/§+0t=gw—§. (5)
) ‘ . s .
i " ABC vezeichnet die GréBe des Winkels < 4BC.



Daher folgt aus (2)
sin(® - J) sin(%w+ g) = sin(W+ ()) sin(%w— g—),
(sin® cosd —cosw sin d )(sin g—wcos -g- +cos g-w sin 2—)

=(sinl) cos J+cosw sin¢ )(sin %WOos %-—cos g-OOsin g:)’
also

sinwcosJ cos %wsin é—m cosWsin Jsih %wcos -5-): (6)

2
Wegen (4) ist 5
cosW # 0, cos J¢ 0, cos 5 # 0, sin %w;‘ 0.

Wire nun d # Oo, so wire die rechte Seite von (6)
nicht Null, also auch die linke Seite nicht, also
wire cos g-w # 0 und man erhielte aus (6)

tanwtan-g-=tan%wtand. Grp)
Wegen (4) und (7) wire damn

tan 200 >0, also 0°< 3w < 90°.
Hieraus, sowie aus 0# 0° und (4) folgte

0 < tanW < tan 2w , 0 < tan -g-—<tan‘f,

alsc i® 7

tan (0 tan § (tan%w tancr, (8)
das ist aber ein Widerspruch zu (7).

Also ist d= 0° und daher A =4 , d.h. das Drei-
eck AABC ist gleichschenklig, w.z.b.w.



