A 931 VII. Olympiade Junger Mathematiker der DIR

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 9 - 1. Tag =

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.

1.

2.

3-

Dies bedeutet insbesonders, daf die in einer LOsung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der-
ILssungsweg (einschlieflich Nehenrechnuﬁgen, Konstruk=-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankenginge und Schliisse gind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien Sdtzen darzulegen.

Es sind ohne Benutzung der Zshlentafel alle vierstelligen
Quadratzahlen zu ermitteln, deren erste zwei und letzte zwel
Grundziffern jeweils einander gleich sind!

Auf einem (rechteckigen) Billardtisch ABCD befindet sich im
Punkt P eine Kugel.

Naoh welchem Punkte von AB muB diese gestofSen werden, damit
sie erst der Reihe nach genau je einmal an den Seiten AB, BC,
CD und DA des Tisches reflektiert wird und dann genau wieder
im Punkt P eintrifft?

Man denke sich die nattrlichen Zzhlen von 1 bis 100, aufstei-
gend der GroBe nach geordnet, angeschrieben. Die dabel insge-
samt aufgeschriebenen Ziffern denke man sich in unveridnderter
Reihenfolge zur Ziffernfolge der hiermit erklirten Zahl
1234567891014121314 ccecesssscescssecss979899100
zusammengestellt. Aus ihr sollen genau 100 Ziffern so ge-
strichen werden, daB die restlichen Ziffern in gleicher Rei-
henfolge eine moglichst groBe Zahl bilden.
Wie lautet diese?
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4. Man ermittle alle Tripel natiirlicher Zahlen (a,b,c), fir

1 1 1
die i P 1 gilt.

Zwei Tripel (a1,b1,c1) und (32,b2,02).heiﬁen dabei genau dann
gleich, wenn 8y = 8y, b1 = b2 und ¢y, = Co ist.

5. Von einem Dreieck AABC seien die Seitenléngen &, b und ¢
, bekannt. ) ) /

Berechnen Sie die Lénge S¢ der Seitenhalbierenden der Seite AB!

6. Men ermittle alle reellen Zahlen x, die die Ungleichung
. ?;l—_T - -—-2—1- > - '15 erfiillen. '
xX-7




L 951 VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Lssungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 - 1. Tag =~

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe

1. Es sei x die erste und y die letzte Ziffer einer 6 Punkte
derartigen Quadratzahl z.
Dann gilt
z = 1000% + 100x + 10y + y = 1100x + 11y = 11 (100 x+y)

mt 1%x%9uwdofy<o.

Daraus folgt 11 | z und, da z Quadratzahl und 11 Prim-
zahl ist, sogar 112 z.

Somit muB gelten 11 | 100 x + y.

Nun ist aber 100x + y = 99x_ + X + y, und somit

Mix + v

Wegen der Einschrinkungen fiir x und y kommt nur

1z + Yy £ 18 und damit x + y = 11 in Frage.

Darsus folgt 100x + y = 99%x + x + y = 11 (9% + 1)

und somit z = 11° 9z + 1).

Da z Quadratzahl ist, muB auch 9x + 1 Quadratzahl sein.
Wegen 1 € x €9 ist dies (wie man z.B. durch Berech-—
nung der Zshlen 9x + 1 fiir x = 1, ..., 9 feststellen
kann) nur fir x = 7 der Fall.

Umgekehrt filhrt x = 7 in der Tat wegen

9.7+ 1= 64 auf die Quadratzahl

z = 121 . 64 = 7744 = 88°.

Diese ist somit die einzige vierstellige Quadratzahl
mit den geforderten Bedingungen.

2. Es seien Q, R, S, T die Reflexionspunkte an den 8 Punkte
Seiten AB, BC, CD, DA.
Sie bilden das Viereck QRST.
Nach dem Reflexionssatz gilt, wenn die Reflexions-
winkel die in Aer Abbildung angegebenen GroBen haben:

oLy = i fy= fr Yy = 5 = b D
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Es sei U der Schnittpunkt der Verldngerungen von AB
iiber B hinagus und SR iber R hinaus. Dann gilt fir
die GrdfBen der auftretenden Winkel:

‘fu=9°o- Yz
<807 o /g
= 90° — /a (nach (1))

und weiterhin
’ o
o, =90 - A

sowie
wy = 902 ' /61 (nach (1)),
Daraus folgt
°L1 % yu
und damit
™q Il SR (2
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Es sei V der Schnittpunkt der Verléngerungen von BC
fiber C hinaus und TS iiber S hinaus. Dann kann analog

/ gezeigt werden, daB TS Il Qr gilt. (3)
Avs (2) und (3) folgt, daB das Viereck QRST ein Pa-
rallelogramm ist. Damit gilt QR = TS (4)
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Also ist AqmB % A msp (s ww)e
Daraus folgt: BR = DT @)
Weiterhin gilt A QAT ~ /A BQR; denn sie stimmen
in den Winkeln iiberein.
Also gilt: XQ : XT = QB : BR

= QB : BT (nach (5))., (6)
Aus (6) und der Umkehrung des 1. Strahlensatzes
folgt damit Q |l DB , €]
Die Billardkugel kann also hdchstens dann den vorge-
schriebenen Verlauf nehmen, wenn sie .on P aus paral-
lel zur Diagonalen DB des Billardtisches ABCD gegen
die Seite AB gestofen wird.
Umgekehrt, wenn die Kugel in dieser Richtung gestofen
wird und
(Fall 1:) P innerhalb des Dreiecks A ABD liegt, so
trifft sie nach je genau einmaliger Reflexion an AB,
BC, CD, DA wieder in P ein, falls sie weit genug rollt.
Beweis: Nach Voraussetzung schneidet die Parallele
durch P zu DB die Seite AB in einem inneren Punkte Q.
Wegen des Reflexionsgesetzes einerseits und der Gleich-
heit der Winkel 4 ABD, < BAC andererselts folgt, daB
die Kugel dann parallel zu AC weiterliuft, und die
Parallele durch Q zu AC wiederum schneidet die Seite
BC in einem inneren Punkte R. S0 schlieft man weiter
und erh#lt innere Punkte S, T, Q1 auf den Seiten CD,
DA, AB als weitere Bahnpunkte (zugleich als Reflexions-
punkte in dieser Reihenfolge), fir die QR TS|l AC und
SR || 7q, DB gilt. Nun folgt einerseits
R : 53 BC : D¢ = DK : BC = BT : TS, also BR = IT,
daher A QRB = A 78D, folglich BQ = DS und somit

(8) Xq < T8. :
Andererseits folgt
Iﬁ— TF =B : Iy =TP : I = TS : AT, also
(9 I, = Ts.

Aus (8) und (9) erglbt sich Q = Q,, also fillt die Bahn
der Kugel nach der Reflexion bei T (nimlich die Paral-
le durch Q1 zu DB) mit der Parallelen durch Q zu DB
zusammen, und somit verliduft sie durch P.
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(Fall 2:) Liegt P auf der Diagonalen DB oder inner-
halb des Dreiecks A BCD, so schneidet die Paralle~
le durch P zu DB die Seite AB nicht in einem inne-
ren Punkte. Daher kann die Aufgabe in diesem Falle
keine Losung haben.

3. Die vorgegebene Zahl enthilt 6 Punkte
9 .1+9 . 2+ 1. 3 Ziffern, also insgesamt 192
Ziffern. Genau 92 davon sollen in der zu bildenden
Zahl enthalten bleiben. Von zwei 92-stelligen Zah-
len, die mit verschiedener Anzahl von Neunen begin-
nen, ist diejenige die groBere, die mit der groferen
Anzahl von Neunen beginnt,

Vor der ersten in der Zahl auftretenden Neun stehen
8 von Neun verschiedene Ziffern, vor der zweiten
weitere 19, vor der dritten, vierten und fiinften
wiederum je weitere 19 von Neun verschiedene Ziffern.
Streichen wir diese, so sind insgesamt 84 Ziffern

(8 + 4 . 19 = 84) entfernt. Es sind noch 16 Ziffern
zu streichen.

Die Zahl beginnt dann so:
9999950515253545556575859604 ¢« e e seveesacssssans

Es ist nun nicht mehr mdglich, die 19 Ziffern vor
der nichsten (urspriinglich sechsten) Neun zu strei-
chen, da dann mehr als 100 Ziffern entfielen.

Von zwei 92-stelligen Zahlen, die mit 5 Neunen begin-
nen und an der sechsten Stelle verschiedene Ziffern
haben, ist diejenige groBer, die an der sechsten
Stelle die griBere Zahl enthilt. In unserem TFall
kommt die Acht dafir nicht in Frage, da dann noch

17 Ziffern zu streichen wiren. An der sechsten Stel-
le kann also hdchstens eine Sieben stehen. Das ist
auch erreichbar, wenn man die ndchsten 15 Ziffern
streicht. Entsprechend zeigt man, daB als letzte
Ziffer die auf die Sieben folgende'Funf entfernt
werden muf,.

Die Zahl lautet also
999997859606162+ 0 ccesessasssesseses 79899100,
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 -

2. Tag
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VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

‘Achtung: Die Bemerkungen im Vorspaun zu den Losungen fur die

1. Stufe gelten auch filr die 3. Stufe.

4. Wegen 3 . % & 41 muf mindestens eine der Zahlen
a, b, ¢ kleiner als 4 sein. Wir betrachten zu-
nichst die Fille, in denen dies fiur die Zahl a
zutrifft.

1, Fall: a = 2 Es muB gelten
% + % + % = 1, also % + % = %

Ahnlich wie eben zeigt man, daB

mindestens eine der Zahlen b, c¢

kleiner als 5 sein muf. Daraus
folgt:

Fir % gibt es nur die folgenden

beiden Zerlegungen in zwei

Stammbriiche

1

(1)—2;+T1|_'='§ und

1
(D 5+5=73-
2. Fall: a = 3 Nach Voraussetzung gilt
1 1 1
-5 + b3 + < =
1 1 _
pP*o” ,
Mindestens eine der Zahlen b, ¢
muf nun kleiner als 4 sein, und

daraus folgt:

1, also

win

6 Punkte
Falls nicht-
alle Tripel
angegeben
werden, bis
zu 2 Pkt.
Abzug. Wer-
den die Tri-
pel durch
Probieren
gefunden,
aber die
Vollstédndig-
keit der Lb-
sung nicht
nachgewie-
sen, dann

3 Pkt.Abzug.

Fir % gibt es wieder nur zwel Zer-

legungen in zwel Stammbriiche

und
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» Im Sinne der Aufgabe sind nun in den aus (1), (2),
(3) und (4) resultierenden Zerlegungen der Zaghl 1
noch alle verschiedenartigen Vertauschungen der
Summanden zulissig, wobei jedoch die aus (2) und

die aus (4) gewonnenen Zerlegungen miteinander
tibereinstimmen. Somit erhalten wir, daB genéu folgen—
de 10 Tripel die geforderten Bedingungen erfiillen:

(2’4"“)’

5|

(2,3,6), (2,6,3), (3,2,6), (3,6,2), (6,2,3), (6,3,2)

(3,3,3).

Das von C auf AB gefillte Lot habe die Linge ho,
Dabel kann folgendes auftreten:
1. Pall: Das Lot f#llt nioht mit der Seitenhalbie-
renden zusammen. Die Linge der Verbindungs-
strecke vom FuBpunkt des Lotes zum Halbie-
rungspunkt der Seite AB sei x.

1.1) Das Lot liegt innerhalb des Dreiecks A ABC.

(452,4), (4y4,2)

Das Iot liegt zwi-
schen AC und Seiten-
halbierender:

Das Lot liegt zwi-

" schen BC und Seiten-

halbierender:

Durch Anwendung des Satzes des Pythagoras

ergibt sich:

(anaial
und

n,2 + (§ - )2

c

2

2
-x2+-95-ox+x2

v = h02 + (-g + 3)2

2
2 2,0
=s°.—x

+ S+ ox/+ X

8 Punkte

2



; 2
2 _ 2, ¢6° 2 2 .0
bE = 8, + =7 oXx be = By" + T+ ox
sowie
[ 2 2
a? = n% + (§+ 02 8% = n 2+ (§- 02
2 2
2 - 2 c 2 _ 2 c
a = 80 + -y + CX. a~ = Sc + < - CXe
Mithin erh#lt man:
2
2 2 _ 2 c 2 2 _ 2 c
b" + a% = 28" + -5 b® + a% = 25,7 + =5
woraus in beiden Fdllen
' 2
2
o ) 2502 = b2 4 a® - 3§ ’
also .
1 2 2 2
:g=;=2=3=§:==:=52==:=3==
folgt.

1.2 Das Lot liegt nicht innerhalb des Dreiecks
Die Seite AC f#llt entweder Die Seite BC fdllt ent-

mit dem Lot zusammen, oder weder mit dem Lot zusam-
sie liegt zwischen dem Lot men, oder sie liegt zwi-
und Seite BC. schen dem Lot und der
(siehe Abb. I 9;5b) Seite AC.

Damn gilt: h % = 5.2 - x?

c .

Njo 4
X<

[¢]

+ CX +

N

30 0% %6=1
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aa=hc2+(x+%)2 'a2=h02+(x-—%)2
2 > I

=52 o . =
= 8, + oX + = = 8, ex + %,

Daraus ergibt sich in beiden Fdllen
2

2 2 _ 2., ¢
a + e =2 8,” +73
also )

2. Fall: Das Lot fillt mit der Seitenhalbierenden zu-
' sammen. Dann ist x = O und a = b und man er-
h&lt fir a # ¢
)
Sc=-1§ lea2+ 2'02— 02 = 482— cg
bzw. filr a = b = 0 )
1 2 2 2" _ 1 2 _a
sc=—2-‘{2a + 2b° - ¢ _-5{33 =-2—{;.
Fiir alle Dreiecke gilt mithin
8, =% '4232 + 2b2— e

I
ol

6. Angenommen, die reelle Zahl x erfillle die Unglei- 6 Punkte
gleichung .
3 2 1
COR - el R
2
Dann gilt x # % .
Wegen ) : ®
3 __2 +1,,9—12+’(2x-,11_2::—4 _ox -2
2x - 1 1h3° T Xax - 1) = 30ex-1) © 1
\ X-3 3 (=~ 5)
ist (% ) genau dann erfiillt, wenn x(— 2 T > 0 ist.
3 -
2

Dies gilt genau dann, wenn einer der beiden folgenden

Fille zutrifft: ' ‘

(1) x-2>0 und x -_% >0, Hierfiir ist x > 2 notwendig
) und hinreichend. .

(2) x - 2<0 und x - 3 <0. Hierfur ist x < 3 notweadig

) und hinreichend.

Daher sind genau diejenigen reellen Zahlen x Lisung

von ( % ), die einem der beiden Intervalle (o0, %),

(2, + co) angehbren.



