A9 VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 9

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.
Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer LOsung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengsdnge und Schliisse sind in logisch und gramma-~
tisch einwandfreien Sdtzen darzulegen.

1. Man ermittle die Anzahl aller Paare zweistelliger natiirlicher
Zahlen (m, n), fiir die

m+n= 111 gilt!

2. Fir zwei rationale Zahlen a und b gelten die vier Ungleichun-
gen a + b #3; a~-b#10;a .b#5;a:b#18,75. Die Zah-
len 3; 10; 5 und 18,75 stimmen jedoch (in anderer Reihenfolge)
mit je einer der Zahlen a + b, a - b, a « b und a : b iiber-
ein.

Ermitteln Sie die Zahlen a und b!

3. In einer alten Denksportaufgabe soll man einen Graben, der
iiberall gleich breit ist und der einen rechtwinkligen Knick
macht, mit Hilfe von zwei Bohlen iiberqueren, die genau so
lang sind, wie der Graben breit ist. Die gesuchte Losung ist
(ohne Beriicksichtigung der Breite der Bretter), die in
Abb. A 9;3a gezeichnete.

A

Abb. A9, 3b
Abb. A9, 3a

a) Zeigen Sie durch eine Rechnung, daB diese Losung richtig
ist!
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b) Die Breite des Grabens und die Liénge der Bohlen sei a, die
Breite der Bohlen sei b. Welchen Wert hat das Verhsdltnis
b : a, wenn die Bretter die in Abb. A 9;3b gezeigte Lage
haben? (Ein Durchbiegen der Bohlen und eine bedingte Trag-
féhigkeit des Grabenrandes sollen nicht beriicksichtigt
werden. )

4. Einem regelmdBigen Oktaeder ist eine Kugel umbeschrieben.
Berechnen Sie das Verh&dltnis der Oberfldcheninhalte beider
Figuren!



L9 VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

2. Stufe (Kreisolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9

Achtggg: Die Bemerknngeﬁ im Vorspann zu den Losungen fiir die

1.

2.

1. Stufe gelten auch fiir die 2. Stufe.

Die gesuchten Paare lassen sich in 2 Gruppen auf-

teilen:

1. Gruppe: Die Summe der Einer der beiden zweistel-
ligen Zahlen betrédgt 1, die Summe ihrer
Zehner betridgt 11. Bezeichnet man die
Ziffern der Zahlen eines Paares, das die-
ser Bedingung entspricht, der Reihe nach
mit (a; b), (e¢; 4), dann erfiillen auch
die Paare (a; d), (c; b)3 (c; b), (a; 4)

7T Punkte

und (c;d), (a; b) die gleiche Bedingung. Wegen

O+1=1und 9 +2=11; 8 + 3 = 11;
7+4=1136 +5=11 gibt es genau 16
derartige Paare.
2. Gruppe: Die Summe der Einer betrdgt 11, die der
Zehner 10, Das ergibt wegen
9 +1=10; 8+ 2=10; 7T + 3 = 10;
6 +4=10und 5 + 5 = 10 aus dem oben
genannten Grunde genau 72 derartige Paare.
Insgesamt erhdlt man mithin genau 88 Zahlenpaare, die
den Bedingungen der Aufgabe entsprechen.

Wegen (a . b) . (a : b) = a° muB das Produkt 11 Punkte

zweier der Zahlen 3; 10; 5; 18,75 das Quadrat einer
rationalen Zshl sein. Aus 18,75 = 24232 folgt,
daB8 unter den gegebenen Zahlen 3 . 18,%5 diese Be-
dingung erfiillt. Alle anderen Produkte ergeben kei-
ne Quadrate rationaler Zahlen.
Daher gibt es hdchstens die folgenden Moglichkeiten:
(I) ab = 18,75; a : b = 3.
Hieraus folgt al = (ab) . (a:b) = 56,25, also
entweder
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(11)

(a) a = 7,5; b = 18212 = 2.5, und alle Bedingun-
gen der Aufgabe sind erfiillt, oder

(B) a=-T7,5; b =« 2,5, Dieser Fall scheidet
aus, da z.B. a + b = = 10 mit keiner der Zahlen
3; 103 5; 18,75 iibereinstimmt. :

ab = 3; a : b = 18,75,

Hieraus folgt a2 = 56,25, also

entweder

(A) a=17,5; b= g = 0,4 (Wegen a + b = 7,9
scheidet dieser Fall aus.) oder ,

(B) a ==~ T,5; b == 0,4 (Wegen a +b = - 7,9
scheidet dieser Fall aus.).

Also geniigen a = 7,5 und b = 2,5 und nur diese
den angegebenen Bedingungen.

3, Zu a) Die Entfernung DG = d der beiden Grabenecken

S
(o) /\b

betrdgt als Diagonale
in einem Quadrat, des-
sen Seitenlénge a ist,
d = a |2. Die maximal

5 Punkte

F H durch die beiden Bret-
ter iiberbriickbare
Strecke in Richtung
der Diagonalen hat die
Lénge % + 8.

E Wegen
D S % a>yYZ a (1,5 a>1,415 a)
Abb.L9; 3 ist die Losung richtig.

Zu b) Aus den gleichschenklig-rechtwinkligen 6 _Punkte
Dreiecken Z\ ABC, /\BDE und /\ FGH zus.11 Punkte
erhdlt man

CA=CB=h,

E=FE=35-b,

TH=TH = % , also G = a - %,
ay2 =10 = % -b+a- %,
$v=2aG-73

somit

b:a=1- % W[ﬂ.
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4. Es seien 0o und OK die Oberfldcheninhalte des
Oktaeders bzw. der Kugel, a die Kantenlénge des
Oktaeders und r die Ldnge des Radius der Kugel.
Dann gilt

r = % -\/E‘ (als halbe Diagonale des Quadrates ABCD) 2 Punkte

2
Op = 4Tr? = 4T 25 = 27 &2 3 Punkte
2
0p = 8 . & /3= 2a% /3. | 4 Punkte
Also gilt: _
OK:OO--Z’IT'a,zzza2 ‘{3—'-’11':'1/? 2 Punkte

zus. 11 Punkte



