A8 VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 8

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.
Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Ldsung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Lésungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktio-
nen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Ge-
dankengsdnge und Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sdtzen darzulegen.

1. Errichtet man auf den Seiten eines gleichseitigen Dreiecks
die Quadrate nach auBen, so bilden die #uBeren Eckpunkte der
Quadrate die Ecken eines konvexen Sechsecks.

Wir bezeichnen den Fldcheninhalt des Dreiecks mit As; den je-

des der Quadrate mit A4 und den des Sechsecks mit Ag. Gesucht

sind ganze Zahlen n und m so, da8 die Gleichung Ag = DAz + mA,
gilt.

2. Gegeben sind ein Kreis k (Mittelpunkt M, Radius der Lénge
r = 6 cm) und ein Kreis k, (Mittelpunkt M,, Radius der Linge
Ty =2 cm). Beide Kreise berithren einander von auBen.
Konstruiere alle Kreise mit dem Radius der Linge 2 cm, die die
beiden gegebenen Kreise beriihren!
Konstruiere auch die Beriihrungspunkte der gesuchien Kreise mit
den 5egebenen!

3. Jemand wiirfelte mit n Wiirfeln bei einem einzigen Wurfe zusam-
men die Augenzahl 3n + 4, und zwar zeigte dabei jeder Wiirfel
die gleiche Augengahl.

Man ermittle séamtliche Werte von n, fiir die das moglich ist!

4. Beweise den Satz: Unter n aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen (n z 2) gibt es stets eine, die durch n teilbar ist.

30 03 35-1 1



L8 VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lusungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 2. Stufe.

1. Das Sechseck setzt sich zusammen aus: 12 Punkte
einem gleichseiti-~
gen Drejieck (Fld-
cheninhalt AB)’

3 Quadraten (Flé-
cheninhaltssumme
%} A4) und 3 stumpf-
winkligen Drei-
ecken, deren Fli-
cheninhal tssumme
sich folgender-
mafien berechnen
148t: F&allt man

in diesen Drei-
ecken die Lote

] (Hohen) auf die
Sechseckseite, so entstehen rechtwinklige Dreiecke,
und diese sind kongruent zu denjenigen Dreiecken,

die durch Konstruktion einer Hohe des gleichseitigen
Dreiecks entstehen (e.w.w.; der rechte Winkel liegt
der griBten Seite gegeniiber). Die Flicheninhaltssumme
der 3 stumpfwinkligen Dreiecke betridgt daher 3 A3'

Folglich ist Ag = 4 As + 3 A,.

Damit sind ganze Zahlen n = 4 und m = 3 so, wie in der
Aufgabe gefordert war, angegeben.

Abb.L8; 1

2, (I) Die Mittelpunkte der gesuchten Kreise liegen 12 Punkte
entweder (1) auf dem Kreis um M mit dem Radius
der Lénge r + r, oder (1) auf dem Kreis um M
mit dem Radius der Lénge r - r, , da sie k be-
rithren sollen, und (2) auf dem Kreis um M; mit
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dem Radiue der Lénge r, + r,, da sie k, berﬁh-
ren sollen und denselben Radius haben wie kl.

{1II) Daher ergeben sich die Mittelpunkte der gesuch-
ten Kreise als Schnittpunkte der Kreise nach (1)
und (2) (das sind 2 Schnittpunkte) und als Be-
rihrungspunkt der Kreise nach (1’) urmd (2). Die-
ser Punkt liegt auf der Verbindungsgeraden
durch M und M1. Die Berithrungspunkie der Kreise
erhélt man, wenn man die Mittelpunkte der sich
berithrenden Kreise miteinander verbindet. Es
gibt genau 3 Kreise, die die Bedingungen der
Aufgabe erfiillen. (Der Beweis folgt aus (I).)

3, Die Augenzahl 3n + 4 muB durch n teilbar sein. 8 Punkte
_3_:1_;__4 =050 % liefert nur fiir n als Teiler von 4,
also nmur fiilr n = 1, n = 2, n = 4 ganzzahlige Ergeb-
nisse.

n = 1 scheidet aus, da keine 7 gewiirfelt werden kann.

Fiir n = 2 erhdlt man 10 Augen, d.h. es wurde zweimal
eine 5 gewirf

Fiir n = 4 ergeben sjich 4%Augen, d.h. es wurde vier-
mal einelt( gewiirfelt.

Es wurde also entweder mit 2 oder mit 4 Wiirfelnge-

wilrfelt.

4. Wir bezeichnen die grioBte der n aufeinanderfolgen~ 8 Punkte
den natiirlichen Zahlen mit g. Sie lasse bei der
Division éurch n den Rest r mit 0 3 r Sn - 1, es
gelte also g = §.n+1r ( g ganzzahlig).
Daher gehdrt die durch n teilbare Zahl g - r zu den
n aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen.

L Anmerkung: Falls ein Schiiler auch zwel zusammenfallende Krei-
se als einander beriihrend bezeichnet und hierdurch zu dem Er-
gebnis kommt, auch kl als vierte Losung anzugeben, so kamn
eine solche.Angabe (bei sonst richtiger Formulierung) als
richtig gewertet werden, da die Aufgabenstellung diess Deutung
nicht ausdriicklich ausschlieBt. ;



