VI, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiedeklasse 9§ - 1, Tag

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw, zu begriin-
den, Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Li-
sung unbewiesen verwendeten (mathematischen und geo-
metrischen) Sachverhalte - Definjtionen, S#tze, For-
meln, Verfahren - anzugeben sind., Der Lisungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) mu8 deutlich erkennbar sein.

1. Zwei Primzahlen py und py (mit Py > p2) heiBen Primzahl-
zwillinge, wenn P; = Pp = A i 5
Beweisen Sie, daB fiir alle Primzahlzwillinge Py und Pos flir
die Po >3 ist, stets die Summe Py *+ pp durch 12 teilbar

ist !

2, Beweicen Sie die folgende Behauptung !

Sind bei einem (nicht notwendig regelm#figen) Tetraeder :
ABCD die Umfinge aller seiner vier Seitenflichen unterein-
ander gleich, dann sind diese Flichen zueinander kongruent,

3. Beweisen Sie die folgende Behauptung !

In keinem rechtwinkligen Dreieck ist die L&nge der Hypotenu-
se kleiner als das %:— fache der Summe der Kathetenléngen,
2
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VI. Olympiede Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 9 - 2, Tag

Achtungs Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriin-
den, Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Lo-
sung unbewiesen verwendeten (mathematischen und geo-
metrischen) Sachverhelte - Definitionen, Sitze, For-
meln, Verfahren - anzugeben sind. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.

4, Zeigen Sie, daB es unter allen Zahlen der Form 2p + 1, wo-
bei p eine Primzahl ist, genau eine Kubikzahl gibt])

5. Auf dem Kreis k bewegen sich der Punkt A mit der gleichfor-
migen Geschwindigkeit Vi und der Punkt B mit der gleichfor-
migén Geschwindigkeit Vo wobei vy # Vo 13?. Bewegen sich
beide Punkte im gleichen Umlaufsinn (etwa im Uhrzeigersinn),
so iiberholt der Punkt A den Punkt B jeweils nach 56 min.
Bewegen sich beide Punkte in verschiedenem Umlaufsinn, so
begegnen sie einander jeweils nech 8 min., Dabei verringert
bzw, vergrdBert sich ihr auf der Kreislinie gemessener
Abstand voneinander in je 24 s um 14 m,

a) Wie lang it der Kreisumfang?
b) Wie groB sind die Geschwindigkeiten Vi und AL
(in m/min)?

6. In einer Ebene sind ein Kreis k, eine Gerade g sowie ein
Punkt A auf g gegeben.
Man konstrulere einen Kreis k?, der erstens k berithrt und
zweitens g in A berithrt! Man untersuche, wieviele solcher
Kreise k? es bei den verschiedenen Lagem®glichkeiten von
k,g und A geben kann !
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VI, Olympiede Junger Mathematiker der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 =- 1, Tag

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fidr die 3, Stufe, '

1. Laut Aufgabe gilt Py = Dp + 2. 5 Punkte

Also gilt

Py +DPp =Dy + 24Dy =2Dp, +2=2 (p2 il el
Da jede Primzahl > 3 eine ungerade 2Zahl ist, ist
Pp + 1 gerade und py + Dy mithin durch 4 teilbar.
Ferner sind p, 4 pp + 1 und p, + 2 (= py) drei
aufeinanderfolgende natiirliche Zehlen, von denen
somit genau eine durch 3 teilbar ist, Da aber

Py und Po Primzahlen grdger als 3 sind, sind die-
se beiden Zahlen nicht durch 3 teilbar. Also ist
pp + 1 durch 3 teilbar und deamit

Py + Py =2 (pp + 1) durch 12 teilbar, Damit ist
die Behauptung bewiesen,

2, Bs seien B0 = a, " = b, BB =c, D = x, BD = y, 6 Punkte
TD = z die Lingen der Tetrasederkemten, Dann gilt
laut Aufgebe, wenn man den Umfang mit u bezeich-
nets

(1) ait b e = ( A ABC)
(2) a+y+2z2=1u ( A DCB)
(3) x+b+z=u ( A CDA)
(4)  x/i 3+ o= 1 ( A BAD).

Nach Addition dieser vier Gleichungen erhdlt man:
(5) a+b+c+xX+y+2=2u.

Addiert men nun (1) und (2) und subtrahiert (5),
so erhdlt man a = x. Entsprechend folgt aus (1),
(3) und (5) b = y und aus (1), (4) und (5) ¢ = z.
Da die vier Dreiecke A ABC, ADCB, ACDA und

A BAD mithin in ihren Seiten iibereinstimmen,
gind sie untereinander kongruent.
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3. Fiir ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck seien 7 Punkte
die Kathetenlingen mit a,b bezeichnet, die
Hypotenusenlidnge mit ¢, Dann ist (a - b)2 als
Quadrat einer reellen Zahl nicht negativ, also
gilt

2 2 2

ch =t +hE= % e 5+ Y12 % % (a - SR & (a + b)z.

Wegen ¢ > O und a + b >0 folgt hieraus die Be-

hauptung
:—l-(a+b).

1z
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vI. Olympiade Jdunger Mathematiker der DDR
3, Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 9 - 2, Tag

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1, Stufe gelten auch fiir die 3, Stufe.

4, Angenommen, p sei eine Primzahl, fiir die 2p + 1 5 Punkte
Kubikzehl ist. Dann gilt 2p + 1 = 2z, wobei z
eine natiirliche Zahl ist. Da 2p + 1 ungerade ist,
ist auch z ungerade. Es gilt daher z = 2n + 1
(n eine nicht negative ganze Zahl).

Also gilt

S v e (Bn 4 107 w800 412207 ¥ 6n 4.1
und damit

2p = 2n (4n% + 6n + 3)

und

b AT el 80

Da p Primzshl ist und der Faktor 4n® + 6én + 3
eine natiirliche Zahl griger als 2 ist, folgt fiir
den anderen Faktor n = 1.

Fir n = 1 ist

p=1+ (41246 «1%3) =13 Prinzanl und

2 « 13 4+ 1 = 27 tatsichlich Kubikzehl, Die ein-
zige Primzahl p, fiir die 2p + 1 Kubikzahl 18t 0
ist dasher die Zahl 13.

5. a) Nach den Bedingungen der Aufgabe gilt 7 Punkte
V) AV o
Bei der Bewegung in verschiedenem Umlaufsinn
erhilt man die relative Geschwindigkeit von B
beziiglich A durch Addition ihrer Geschwindig-
keiten. Laut Aufgabe werden bei dieser rela-
tiven Geschwindigkeit jeweils 14 m in 24 s
zuritickgelegt, in 8 min also

Lﬂ’_'_g%_.—em=28°m‘

Das ist die Linge des Krelsumfangs.,
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b) Nach dem Gesagten ist

vy 4V = %% % = 35 ﬁ%ﬁ s
Bewegen sich die Punkte aber in gleichem Um-
laufsinn, so erh#lt man die relative Geschwin-
digkeit von B besziiglich A durch Subtraktion
der kleineren Geschwindigkeit Vo von Vqe Laut
Aufgabe und nach dem Ergebnis a) ist somit

280 m_ _ 5 _m_

Y Vo= min min

Die gesuchten Geschwindigkeiten betragen also
i m w m
Vl—QOEEunde—]:Sm.
6., Der Mittelpunkt von k sei M, die Linge des Radius 1lo Punkte
von k sei r, die Senkrechte auf g durch A sei s,
I. Angenommen, k’ sei einer der gesuchten Kreise,
Dann liegt sein Mittelpunkt M’ auf s. Da k und
k® sich Dberiihren, gilt M? # M. Da k’ durch A

geht, gilt M? £ A,
Ist ferner P der Beriihrungspunkt von k und k?,

s0 ist % = I'T ,

und da M, M?, P auf einer Geraden 1iegen, gibt
es folglich genau einen Punkt B so, daB

(1) IB-=-T1 und

(2) I8 ="M

gilt, und dieser Punkt B liegt auf der Geraden
g. Aus (1) folgt, daB B auf dem Kreis um A

mit r liegt; aus (2) folgt, daB entweder

B =Mgilt oder M? auf der Mittelsenkrechten m
von BM liegt,

Deher kenn ein Kreis k? hidchstens dann einer
der gesuchten Kreise sein, wenn er durch fol-
gende Konstruktion erhalten wirdj
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II. Man schlage den Kreis um A mit r. Er schneidet
s in zwei Punkten; einen von ihnen wihle men,

er sel B genannt,

(2) Ist B = M, s0 wihle man M? # M, # A auf s

III,

(b)

beliebig und schlage den Kreis k? um M?*
durch A,

Ist B # M, so konstruiere man die Mittel-
senkrechte m von BM, Gibt es einen ge-
meinsamen Punkt M? # A von m und s, so
schlage man den Krels k’ um M? durch A.

Ist ein Kreis k* wie in II konstruiert, so
ist er einer der gesuchten Kreise,
Bewelss

(a)

(v)

Nach Konstruktion von B folgt aus B = M,
daB k und g sich in A berithren., Da fer-
ner k? nach Konstruktion ebenfalls g in
A beriihrt, so berithren sich auch die
(wegen M # M? voneinander verschiedenen)
Kreise k und k?,
Nach Konstruktion beriihren sich k’ und g
in A. FPerner ist nach Konstruktion

"W = 'S
sowlie M # M?, Daher gibt es genau einen
Punkt P so, da8
(3) ™ - IB und
(4) i°'F - X
gilt, und dieser Punkt P liegt auf der
Geraden S
Aus (3), (4) folgt, dag P auf k und K
liegt, und da M, M?, P auf einer Geraden
liegen, berilhren sich die (wegen M # M’
voneinander verschiedenen) Kreise
k und k’.

IV. Die Komstruktion II ergibt stets zwel Mog-
lichkeiten By # B, fiir B,

Die

Gerade 85.3 ist g, der Mittelpunkt der
12
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Strecke 3132 ist A, ihre Mittelsenkrechte ist g.

Entsprechend den verschiedenen Bedingungen, die
im weiteren Verlauf der Konstruktion auftraten,
unterscheiden wir folgende Fdlles

(a) Bei geeigneter Bezeichnung der Punkte

(b)

B,, B, ist B, = M,

Die Wehl B = By ergibt nach II (a), III (a)
unendlich viele gesuchte Kreise k?,
Die Wahl B = B, ergibt nach I, II (b) keinen
der gesuchten Kreise; denn es wird m = g,
und folglich haben m und s nur den Punkt A
gemeinsem,
Es ist By # M, B, # M.
Die Mittelsenkrechten m,, m, von Blm bzw.
BoM sind dann verschieden von g3 denn aus
m =g folgte B2 = M, aus m, = g folgte
Bl = M,
Sie sind auch verschieden von s} denn mq
geht nicht durch Bl’ und m, geht nicht durch
B2. Sie sind fermer nicht beide parallel
zu 8; denn B1M und BM ktnnen wegen
B1 # B, nicht beide auf s senkrecht stehen.
Geht schlieBlich eine von ihnen durch A, so
auch die anderejy denn geht etwa o, durch A,
so folgt wegen m, # g dann my nicht parallel
g, also B1M nicht parallel s, also liegt M
nicht auf s, und BlBZM bilden folglich ein
Dreieck; in diesem ist A der Schnittpunkt
der Mittelsenkrechten, also geht auch m,
durch A,
Daher sind nun noch genau folgende Fille
moglichs
(k) Bel geeigneter Bezeichnung ist
m || 8, m; # s, my nicht parallel s,
Die Wahl B = By ergibt nach I, II (b)
keinen,

e
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die Wahl B = B, ergibt nach T L (b
IIT (b) genau einen gesuchten Kreis; denn
wegen BlMJ.S liegt M nicht auf s, also ist
BoM nicht parellel s; ist ferner R die Mit-
te von B,lf, so ist AR|l B,M, also ARLs; ]
hieraus folgt AR nicht senkrecht zu ByM;
folglich geht m, nicht durch A.
(ﬂ) Es ist m, nicht parallel s, m, nicht
parallel s, und my, Wy gehen durch A.
Nach I, II (b) gibt es keinen der gesuchten
Kreise,
(x') Es ist m; nicht parallel s, m, nicht
parallel s, und m,, Oy gehen nicht durch A,
Nech I, II (b), III (b) gibt es genau zwel
der gesuchten Kreise,
Pall (a) (unendlich viele Lvsungen) tritt genau
dann ein, wenn k und g sich in A beriihren.
Beweist (a) tritt genau dann ein, wenn ML g und
M = r ist.
Fall (b) (%) (genau eine L¥sung) tritt geneu denn
ein, wenn k und g sich beriihren, aber nicht in A.
Beweist Das Lot von M auf g sei MQ. (b) (ob) tritt
genau dsnn ein, wenn bel geeigneter Bezeichnung
AB1MQ ein Rechteck ist,., Hierfiir ist notwendig und
hinreichend, daB bei geeigneter Bezelchnung B1
mit M auf derselben Seite der Geraden g liegt und
W = Iﬁz gilt.
Fall (b) (B ) (keine Losung) tritt geneu demn ein,
wenn k und g sich nicht beriihren und A suf k liegt.
Beweis: (b) () tritt gensu dann ein, wenn By # M,
B, ¢ M sowie IBI = A (und IBE = M) gilt.
Fall (b) (¥) (gensu zwel Lisungen) tritt somit, da
die Fallunterscheidung vollstindig und disjunkt
war, genau dann ein, wenn k und g sich nicht beriih-
ren und A nicht auf k liegt.
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X = P, X8 = PM, B = IPM kenn man auch
fF = PN durch die Liéngen r, r’ der Radien
von k, k? ausdriicken und so in I ausnutzen, in
III beweisen, daB k und k’ sich beriihren., Das
erfordert aber die unterschiedliche Behandlung
folgender drei Moglichkeiten:
Entweders "B = PN = r + r’; k und k’ beriihren
sich von auBen3 A liegt zwischen B

und M?,
Oders I8 =0 = r - r’; k’ berihrt k von
innens; M’ liegt zwischen B und A,
Oders: I’8B = I’ = r* - r; k berilhrt k* von

innen; B liegt zwischen A und M?,
Anders als bisher angegeben, ist es auch vertret-
bar, golche Fidlle zuzulassen, in denen k’ zum
Punkt oder zur Geraden entartet., In den obigen
Féllen (a) und (b) (B ) kommt dann noch die Li-
sung k’ = A hinzu, in den Fillen {(a) und (b) (et)
noch die Losung k’ = g,
Auch fiir k kann man die Entartungsfille betrach-
tens
Entartet k zum Punkt M, so gibt es genau die fol-
genden Losungen k’ (Mittelpunkt M?)$
Liegt M nicht auf g, so schneidet s die Mittelsenk-
rechte von MA in M?, '
Liegt M £ A auf g, so wird k? = g (ob dies als Lo-
sung rechnet, vgl, Hinweis 3),
Ist M = A, so sind alle Kreise, die g in A beriih-
ren, Losung (ob auch die beiden Entartungen
k? = A und k* = g, dariiber siehe Hinweis 3).
Entartet k zur Geraden, so gibt es genau dle fol-
genden Losungen k' (Mittelpunkt M?)s
Schneiden sich k und g, aber nicht in A, so schnei-
det s die beiden Winkelhalbierenden von k und g in
M’l, M, .
Schneiden sich k und g in A, so wird k’ = A,
Ist kllg, so schneidet s die Mittelparallele von
k und g in M?,

-8~
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3)‘ﬁan kSmnte auch daran denken, zwel miteinander
identische Kreise als einander beriihrend aufzu-
fassen, Denn darf im obigen Fall (a) auch
M? = M sein.

Man kénnte daran denken, zur Erleichterung die Auf-
gabe sogleich mit den Voraussetzungen zu stellen, A
solle nicht auf k liegen und g solle k nicht be-
rithren. Hierzu sei aber betont: Der Beweis, daB dann
genau zwei Losungen existieren, verlangt gerade das
AusschlieBen der obigen Falle (a), (b) (o), (b) (/g).
Die einzige gewonnene Vereinfachung bestiinde also
darin, daB fiir diese 3 Fdlle die (wegen der speziellen
Lage leichte) Existenz- und Bindeutigkeitsuntersuchung
von k® entfallen kénnte, also der Abschnitt IV (a)

- gowie in IV (b) die Abschnitte (et), (AB). Alles
tibrige in I bis IV Dargestellte bliebe nach wie vor
notwendig.



